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В В Е Д Е Н 1 Е .
Къ 1637 году относится появлете въ св'Ьтъ „Геометрш* Декарта. 
Трудно указать другую книгу, которая имела бы такое громадное 
вл1яте на дальнейшее развитае математики, какъ отмененное сони- 
нете. Въ этой книге Декартъ последовательно применяетъ такъ на­
зываемый методъ координатъ, устанавливающей однозначное соответ- 
ств1е между точками, расположенными на какомъ-нибудь протяженш, 
напр., на плоскости, и группами ниселъ (взятыхъ въ определенвомъ 
порядке)—координатами тонки. Установлете такого соответств1Я свя­
зываем. анализъ съ геометр!ей и даетъ возможность, применять методы 
анализа къ изученш геометрическихъ образовъ. Установлете при по­
мощи метода координатъ тесной связи между анализомъ и геометр1ей
дало сильный тоячокъ къ дальнейшему развитш математики, и вся 
такъ называемая „высшая математика* построена на томъ фундаменте, 
жоторый былъ заложенъ Декартомъ.

Г Л А В А  I.
Аналитическая гееметр!я на прямой.
§ 1. Жетодъ координатъ на прямой. Возьмемъ произвольную пря­
мую и на пей отметимъ некоторую точку О (см. фиг. 1), относительно 
которой условимся определять положеше остальвыхъ точекъ прямой. 
Точку О будемъ называть н а ч а л о м ъ  о т с ч е т а  или н а ч а л о м ъ  
к о о р д и н а т ъ ,  самую же прямую—осью ОХ или осью X, а также 
о с ь ю а б с ц и с с ъ.
Фиг. 1.
Тогда каждой точке А оси X  будетъ соответствовать определен­
ный отрезокъ О А. Найдя отношеше его къ другому отрезку ОЕ, при­
нятому за единицу длины, мы получимъ некоторое число , которое 
назовемъ а б с ц и с с о й  точки А  или к о о р д и н а т о й  ея. Это число 
будетъ ращональнымъ, если О А соизмеримо съ ОЕ, и ирращональ- 
нымъ, если О А  и ОЕ несоизмеримы.
Изъ самаго npieMa получешя абсциссы видно, что "каждой точке 
А  оси X соответствуем вполне определенная абсцисса. Разъ даны - 
единица меры и начало координатъ, легко показать, что при техъ же 
самыхъ услов1яхъ обратное утверждете не верно. Въ самомъ деле, 
одной и той же абсциссе х соответствуем не одна точка А, а еще, 
кроме того, точка А1г находящаяся на томъ же разстоянш отъ начала 
координатъ, что и первая. Для того, чтобы, каждому числу соответ­
ствовала единственная вполне определенная точка, будемъ различать 
отрезки не только по величине,, но и по направленш.
Следуя Д е к а р т у ,  условимся считать направлеше вправо поло­
жите льнымъ, направлете влево—отрицательнымъ *). При этомъусловш 
точки, расположенныя вправо отъ начала координам, будутъ обладать 
положительными абсциссами, точки, л еж а идя влево,—отрицательными. 
Такимъ образомъ, каоюдой точкгъ па прямой соотвгыпствуетъ единствен- 2
2) Вообще, осью мы будемъ называть прямую съ опред'Ьленнымъ долояситель- 
жымъ направлетемъ.
те (положительное или отрицательное) число и обратно — каждому 
числу соотвгътствуетъ единственная точка на прямой J). Этимъ свой- 
ствомъ обладаютъ все тонки прямой, если принять, что абсцисса на­
чала координатъ равна нулю. Такимъ образомъ, въ дальн’Ьйшеиъ вы­
режете „дана точка на осиа будетъ для насъ иметь смыслъ „дано 
число, представляющее координату точкиа. Всякую точку на оси, 
напр. А съ ея абсциссой о, мы# будемъ поэтому обозначать такимъ 
образомъ: А(а).
§ 2. Задачи. 1. Н а й т и  р а з с т о я н 1 е  м е ж д у  д в у м я  т о ч ­
ка ми .  Пусть намъ даны две точки A(xt) и В(х2) (см. фиг. 2). Опре-
Фиг. 2.
дЬлимъ разстояше между ними, т.-е. выразимъ его черезъ данныя 
абсциссы.
Такъ какъ А  лежитъ между О и Б, то ОВ=ОА-\-АВ, или 
АВ=ОВ—О А  или (переходя отъ отрезковъ къ соответствующими 
абсциссамъ 2) и обозначая буквой d искомое разстояше):
d=x2—хЛ . * •
Выражеше d = —хг мы получили, приняли за начало отрезка точку А, а за 
конецъ J3; если мы примемъ за начало В , а за конецъ А, то выражеше разстоян1я 
приметь видь d '= xt—xt, т.-е. переменить знакъ. Отсюда видимъ, что разстояше между 
точками можетъ быть положптельнымъ или отрицательнымъ въ зависимости отъ того, 
какую точку отрезка примемъ за начало, какую за конецъ. Если при этомъ выборе 
паправленге отрезка совпадетъ съ направлешемъ оси, то d положительное, если оно бу­
детъ противоположно направленно оси, то d будетъ отрицательнымъ.
Если определять разстояше между двумя точками не только по 
абсолютному значешю, то ясно, что
А В— —В  А  или АВ-\-ВА=В.
Нетрудно показать также, что въ этомъ случае АВ-\-ВС=АО  
будетъ справедливо независимо отъ того, будетъ ли точка В  лежать 
между А и С. Въ самомъ деле, пусть А,В  я С имеютъ расположеше, 
какъ на фиг. 3.
В А  С
Фяг. 3.
Тогда ВА-\-АС—ВС; но В А = —АВ, откуда
с АС=ВС—ВА—ВС-\-АВ=АВ-\- ВО. *2
*) Указанное положеше мы считаемъ очеаиднымъ; оно представляетъ такъ-назы- 
ваемую аксшму Кантора-Дедекинда.
2) Для краткости нередко а б с ц и с с о й  называютъ самый отрйзокъ, отношен!© 
котораго къ единиц’Ь длины и представляетъ собою собственно aGcitfcccy. •
Тотъ же результата получимъ и при расположена С между А и В.
2. Р а з д е л и т ь  о т р е з о к ъ  въ д а н н о м ъ  о т н о ш е н ! и .
Пусть данъ отрезокъ МХМ2 (см. фиг. 4), абсциссами концовъ 
котораго служатъ соответственно хх и Положимъ, что точка 
делить отрезокъ МХМ2 въ данномъ отношенш I, т.-е.
МХМ
ММ2 —  
о  м ,(щ )  Мфс) j f t  &>>
Фиг. 4.
Найдемъ ея абсциссу х. Пользуясь результатами предыдущей 
задачи, мы можемъ полученное соотношете представить въ та_ 
комъ виде:
х— хх_7
х2--X ч
откуда
Въ этой формуле мы считаемъ I положительнымъ числомъ: по-
ь
смотримъ, нельзя ли дать геометрическое истолковаше и тому случаю, 
когда I отрицательно. Для этого необходимо, чтобы въ соотношенш
(1) отрезки МХМ  и ММ2 были противоположно направлены, а это бу- 
детъ тогда, когда точка М  лежитъ на продолженш отрезка Въ
первомъ случае говорятъ, что точка М  делить отрезокъ 
трешимъ образомъ, во второмъ, что она делить его втминимъ образомъ. 
Разсмотримъ частный случай, когда. 1= —1;
тогда х хх—хгО
и такъ какъ, вообще говоря, ххф х2, то выражете х въ этомъ случае 
не имеетъ смысла; но если разсматривать выражете вида какъ
апределъ выражетя — при а—неограниченно приближающемся къ О,а
то дробь — при неограниченно убывающемъ а неограниченно возра-• * . . СС
стаетъ, по абсолютной величине; эту мысль обычно выражаютъ сло­
вами -^г равно безконечности и обозначаютъ == со. Такимъ обра­
зомъ область чиселъ, разсматриваемыхъ въ алгебре, пополняется но- 
вымъ числомъ со, и такъ какъ мы приняли за акстму, что каждому 
числу на оси соответствуетъ точка, то мы должны ввести понят!е о 
точке, абсцисса которой =  со. Такую точку мы будемъ называть без- 
конечно удаленной точкой прямой.
8Благодаря введенш понятая о безконечно удаленной точке, па- 
раллельныя прямыя могутъ быть определены, какъ пересЬкаюшдяся 
въ безконечности (имеюиця общую безконечно удаленную точку); та­
кими образомъ оказывается возможными утверждать, что любыя две 
прямыя всегда имеютъ одну общую точку; чтобы последнее утвер- 
ждеше могло быть высказано въ указанной форме, необходимо при­
знать на каждой прямой' существоваше одной безконечно удаленной 
точки и только одной.
При такомъ взгляде на прямую последняя является лишей, ко­
торая замыкается безконечно удаленной точкой.
§ 3. Геометрическое значеше уравненш. Абсцисса точки можетъ 
быть дана не непосредственно, а определена при помощи уравнешя. 
Если это уравнеше первой степени, то оно всегда можетъ быть при­
ведено къ виду х= а , дающему значеше абсциссы. Если уравнеше, 
определяющее х, есть уравнеше второй степени 0, то, такъ
какъ такое уравнеше имеетъ два корня; хх Ъ-\-\/Ь2 — 4ае 2 а и
х, Ь — \/Ъ2 — 4 ас 2 а то уравнеше определяешь пару точекъ, абсцис­
сами которыхъ являются значешя % и Если х1 и имеютъ зна- 
чешя действительный и различный, то говорятъ, что квадратное урав- 
неше определяетъ две различныхъ точки, если хг= х 2, то говорятъ, 
что уравнеше определяетъ две слившихся точки, если хг и х2 имеютъ 
мнимыя значешя, то говорятъ, что соответствующее уравнеше опре­
деляетъ пару мнимыхъ точекъ. Замечательно то, что середина отрезка 
ограниченнаго точками съ абсциссами х± и х2 (при действительныхъ
а, Ъ же) всегда действительна, такъ какъ xl~hx:2 2а’ хотя бы
концы отрезка и были мнимы.
Если уравнеше, определяющее х, будетъ n-ой степени, то оно 
определить группу п точекъ (действительныхъ, сливающихся или 
мнимыхъ). Уравнеше вида
sin (лх)=0
' *  •  ’ ’  . .  - • V
определить безчислецное множество точекъ, абсциссами которыхъ 
служатъ любыя целыя числа.
Обозначая -выражеше, содержащее абсциссу х, символомъ F(x), 
мы приходимъ къ выводу, что вообще уравнеше
F(x)=  О . ; У
. . .  * . • /
определяетъ группу точекъ, раздельно расположенныхъ на прямой.
9Г Л А В А  П.
Teopia проекщй.
§ I. йроекщя точки и отрезка. Проекщей точки на прямую на­
зывается основаше перпендикуляра, опущеннаго изъ этой точки на 
прямую. Проекщей отрезка (прямолинейнаго или криволинейнаго) на 
прямую называется отрезокъ, определяемый проекщями концовъ 
даннаго отрезка. Если на прямой, на которую проектируютъ, выбрано 
положительное направлеше (прямая есть ось), то проекщя отрезка 
можетъ быть положительной или отрица­
тельной. Если проектируемый отрезокъ и 
ось проекщй не располагаются въ одной 
плоскости, то для построешя проекщи 
удобно черезъ концы проектируемаго от­
резка провести плоскости, перпендикуляр- 
ныя оси проекщй (см. фиг. 5). Если про­
ектируемый отрезокъ и ось проекщй ле­
жать въ одной плоскости, то для поетрое- 
юя проекцш отрезка достаточно въ этой 
плоскости изъ концовъ отрезка опустить фиг. 5.
перпендикуляры на ось.
Теорема 1. Проекцгя отргьзка ось, проходящую черезъ его на­
чало, равна проектируемому отргъзку, умноженному на косинуса угла 
между нима и осью проекщй. Если проектируемый отрезокъ АВ  (см. 
фиг. 6) принять за подвижной рад1усъ три- j*
гонометрическаго круга, а ось проекщй за 
первый его paniycb, то по определешю 
косинуса имеемъ:
cos а АЪ А В ’ или АЪ=АВ cos а,
Фиг. 6.
при чемъ функщя cos а определена такъ, 
что cos а положителенъ, если лишя коси­
нуса АЪ имеетъ положительное значеше (имеетъ направлеше, совпа­
дающее съ направлешемъ оси), а если АЪ имеетъ отрицательное зна­
чеше (направлеше АЪ противоположно направлешю оси), то cos а от­
рицательно. Отсюда следуетъ, что формула Ab= AB cos а определяетъ 
проекцш отрезка и по абсолютному значешю и по знаку.
Теорема 2, Проекцш одного и тою же отргьзка на параллельный 
оси, имгьющы одно и то же направлеше, равны. Пусть имеемъ (см.
фиг. 7) отрезокъ АВ  и две параллельный оси ОХ и О’Х’, имеюпця одно 
и то же направлеше. Проводя черезъ концы отрезка АВ  плоскости пер­
пендикулярный къ одной изъ осей (оне будутъ перпендикулярны и 
къ другой) получимъ на осяхъ пару отрезковъ аЪ и а’Ъ', которые
10
Фиг. 7.
будутъ равны другъ другу и по величине и по направленно (какъ 
отрезки параллельныхъ прямыхъ между параллельными плоскостями).
Теорема 3.
н любую ось равна проектируемому 
о умноженному на 
угла нимъ и осью
Если данъ отрезокъ АВ  и тре­
буется найти его проекцию на про­
извольную ось , то проводимъ
»
черезъ начало отрезка ось, парал­
лельную оси ОХ и имеющую съ 
ней одно и то же направлете.
Тогда на основанш теоремы
/  »  • .
1-й проекщя на новую ось будетъ 
равна АВ cos а, а по теорем!* 3-ей 
то же значете будетъ иметь и проекщя на ось ОХ.
Проектируемый отрезокъ можетъ также самъ лежать на неко­
торой . оси и поэтому иметь положительное или отрицательное 
значеше. Въ последнемъ случае теорема о проекцш отрезка при­
нимаешь такой видъ:
Проекцгя отргьзка, лежащаго на оси, на другую ось равна относи­
тельному значент отргьзка, умноженному на косинусъ угла между осями* 
Справедливость этой теоремы очевидна для того случая, когда 
отрезокъ имеешь направлете, совпадающее съ направлетемъ оси.
Поэтому ее остается доказать для слу­
чая, когда направлете отрезка про­
тивоположно направленно оси, и, сле­
довательно, проектируемый отрезокъ 
имеетъ отрицательное значете.
Пусть отрезокъ АВ  (см. фиг. 8). 
имеетъ направлете, противоположное 
направленно оси, на которой онъ ле­
жишь, тогда отрезокъ ВА  имеешь на­
правлете, совпадающее съ цаправле- 
тем ъ оси и, следовательно, положительное значете. Имеемъ Ъа==ВА 
cos а (где а уголъ между осями); но Ъа=—аЪ, ВА——АВ, откуда
v  ’ • . .  • , : # ’ * » * . • %
аЪ=—АВ cosa, или
в
Фиг. 8.
ао-
% •
ч
аЪ=АВ cos а.
Теорема. Проекцгя ломаной равна суммгь проекцш ея звеньевг. 
Пусть AJBCDEF ломаная (см. фиг. 9); согласно определевш ея проекщя 
равна af.
Имеемъ
Пр. (ABCDEF)=af=ae-\-ef=ad-\-de-\-ef=ac3rcd-\-de-\-ef=ab-{
(на основанш теоремы: если на прямой есть три точки А, В , С, то
11
АВ-\ ~ВС=. АС—при любомъ расположены этихъ точекъ на прямой);, 
но аЪ—пр. (АВ)\ Ье=пр. (ВС) и т. д., откуда
пр. (ABCDEF)=пр. (ЛЬ’)+пр. (Б<7)+пр. (6rD)-f-np. (1)Е)+щ. (EF).
Если проектируемый отрезокъ и ось проеквдй лежать въ одной 
плоскости (см. фиг. 10), то поняйе проектировашя можетъ быть рас­
ширено въ томъ смысла, что вместо проектировашя при помощи по- 
строешя перпендикуляровъ (ортогональнаго проектировашя), мы мо- 
жемъ называть проекщей даннаго отрезка на ось отрезокъ, опреде-
в
Фиг. 9.
Г
ляемый точками пересЬчешя оси съ двумя прямыми, проходящими 
черезъ концы отрезка параллельно определенному заранее заданному 
иаправлент. Уголь, образуемый этимъ направлешемъ съ осью про- 
екщй, называется угломъ проектировашя. Формула проекции прини- 
маетъ въ этомъ случае видъ
аЪ=АВ sin  
sin  а
( -  ■
Въ самомъ деле, спроектируемъ отрезокъ АВ  на ось X.
Обозначимъ черезъ а уголъ между проектируемымъ отрезкомъ
и осью, а черезъ со уголъ проектировашя и проведемъ прямую АС
параллельно оси. Изъ треугольника АВС  получаемъ:
аЪ=АС=АВ .
stn  а
Если проекщя прямоугольная, т.-е. если получаемъ преж-
нюю формулу:
аЪ- A B  cos . ............................................ (1 ')
i -; • . •••
Г Л А В А  III.
О л р е д Ш е  положен1я точки на плоскости.
§ 1. Методъ координатъ къ плоскости. Возьмемъ две пересекаю- 
пцяся подъ угломъ со прямыя ОХ и OY (см. фиг. 11). Если на этой 
плоскости взять точку М, то, проведя черезъ прямыя параллельныя
12
оЖ
/Р
Фиг. 11..
ОХ и 0Y, получимъ на ОХ и О Г две точки Р и Q, кото­
рый можно разсматривать, какъ проекцш точки М: Р  на ОХ, 
Q на OY при угле проектироватя ш. По самому построенш точки 
Р  и Q определяются единственнымъ образомъ. Если ОХ и принять 
за оси, то точками Р  и Q на этихъ осяхъ будутъ соответствовать вполне 
определенныя координаты; назовемъ координату точки Р  букв ой коор­
динату точки Q буквой у. Если будутъ даны значетя и у, то первому 
будетъ соответствовать единственная точка Р на оси X , а второму
единственная точка Q на оси Y. Про­
водя черезъ Р  и Q прямыя параллель- 
ныя осями OY и ОХ, получимъ въ 
пересечеши этихъ параллелей един­
ственную точку М. Т. о. задавая точку 
М, мы единственнымъ образомъ опре- 
деляемъ некоторую пару чиселъ х и
__ X  У; обратно, задавая значетя мы
единственнымъ образомъ определя- 
емъ на плоскости положете точки М.
Поэтому х vl у можно назвать 
координатами точки Ж. Прямыя ОХ 
и OY назовемъ осями координатъ; 
точку О назовемъ началомъ координатъ: ось ОХ называется также 
осью абсциссъ, а координата х—абсциссой точки М\ ось OF назовемъ 
осью ординатъ, а координату у-гординатой точки М. Самую плоскость, 
отнесенную къ осямъ ОХ и OF, будемъ называть плоскостью ху.
Чтобы точки, лежапця на осяхъ, также имели две координаты, 
примемъ, что ординаты всехъ точекъ, лежащихъ на оси ОХ, равны О 
и что абсциссы всехъ точекъ, лежащихъ на оси OF, равны 0. Начало 
координатъ будетъ иметь поэтому координаты 0 и 0. Такимъ образомъ 
каждой точке будетъ соответствовать пара чиселъ, и каждой паре 
чиселъ, заданныхъ въ определенномъ порядке, определенная точка 
плоскости, и положете "точки будетъ определяться задатемъ ея ко­
ординатъ. Поэтому въ аналитической геометрш „задать точку11 зна­
чить дать ея координаты.
Для построешя отрезковъ, имеющихъ своими значетями коорди­
наты точки М, или, какъ говорятъ короче, для построешя координатъ 
точки М достаточно провести либо одну прямую РЖ, либо одну прямую 
QM. Въ самомъ деле, на основаши свойства противоположныхъ сторонъ 
параллелограмма въ первомъ случае: ОР=х, РМ=у, а во второмъ 
О Q=y‘, QM—x.
Обратно, если даны х и у, то достаточно либо: 1) отложить на 
оси X  отрезокъ ОР, имеюицй своимъ значетемъ х , черезъ точку Р 
провести прямую параллельную оси F, и на ней отложить РМ—у, 
либо 2) на оси F  отложить отрезокъ О Q—y, черезъ точку Q провести 
прямую, параллельную оси X, и на ней отложить QM=x.
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Фиг. 12.
Мы разсматривали до сихъ поръ косоугольную систему коорди- 
натъ,т.-е. такую, у которой оси пересекаются подъ произвольнымъ 
угломъ. Въ частности, если координатный уголъ прямой (см. фиг. 12), 
система координатъ называется промо въ посл'Ьднемъ случай 
проведете прямой, параллельной одной изъ осей, 
можно заменить опускашемъ перпендикуляра на 
другую ось.
Какъ та, такъ и другая система называется 
декартовой, а также прямолинейной. — 4 -^------- ——  X
Мы увидимъ впослфцствш, что положеше 
точекъ на плоскости можно определить не только 
при помощи прямолинейныхъ координатъ. (см. § 4).
Такъ какъ точка А (см. фиг. 13) вполне определена, если даны 
ея две координаты: абсцисса а и ордината Ъ, то отсюда следуетъ, что 
системе уравнений х=а  (1) и у=Ъ  (2) соответствуешь на плоскости 
одна вполне определенная точка. Посмотримъ, какой геометричесшй 
смыслъ имеешь одно уравнеше этой системы. Уравнешю (1) соответ-
ствуетъ безчисленное множество точекъ, абсциссы 
которыхъ равны одному и тому же числу а; все 
эти точки расположены на прямой АА', параллель­
ной оси Г. Поэтому можно сказать, что уравнеше 
гг—а определяешь некоторую прямую, параллель- 
_Y ную оси Y,какъ геометрическое мгьсто точекъ, 
абсциссы которыхъ равны а. Аналогично уравне- 
шю (2) соответствуем прямая, параллельная оси 
X; въ частности, уравнеше ж=0 определяетъ ось 
У, а у=0—ось X.
Отсюда следуетъ, что оба уравнешя (1) и (2) определяютъ точку, 
лежащую одновременно на двухъ соответственныхъ прямыхъ, т.-е. 
точку ихъ пересечбшя, какъ это мы уже видели раньше изъ другихъ 
соображешй.
Наконецъ уравнешя F (x)= 0  и F (y)= 0  О 
определяютъ собою первая: одну или не­
сколько прямыхъ, параллельныхъ оси Y, а 
второе—одну или несколько прямыхъ, па­
раллельныхъ оси X.
§ 2. Задачи. 1. Н а й т и  р а з с т о я н 1 е  
м е ж д у ‘д в у м я  т о ч к а м и .
Пусть даны точки A(xv yt) и В(х2, у2) 5)
(см. фиг. 14).
Выразимъ разстояше между ними че- 
резъ ихъ координаты, для этого построимъ последшя, проведя пря- 
мыя А"С и В"В, А'А и В'В, параллельныя осямъ и F.
----------- - . I • .
>) Смотр. Глава I, § 3. 2
2) На чертеж1]; ошибочно стоить Ъ(х.г уD).
Фиг. 13.
Фиг. 14.
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Обозначимъ длины сторонъ получившагося треугольника 
АС  и СВ соответственно с?, dtи d2.
АВ,
Такъ какъ
то
АС—А'В' и СВ=А"В", 
dI '®1»  Уъ У\ )
Такъ какъ А"С [| ОХ и В"В  // ОГ", тоуголъ С равенъ х —со. На осно­
вами теоремы о квадрате стороны треугольника:
Р
или
=(*а —:^ i)2+ (y 2— УхУ— ' хЖ У ~ У х) cos ( * —«>).
d = ±  \/ж,— аР3)аН-СУх— i/2)2Ч - 2 —*2) (2/i—2/2)cos ® • • (1)
Два знака при радикале указываютъ на то, что выражеше раз- 
стояшя А В между двумя точками будетъ положительными или от­
рицательными въ зависимости отъ того, какое изи направленШ на 
прямой АВ  принять за положительное: оти ки или оти В  ки А. 
Обычно разсматривается только абсолютное значете радикала.
Если система координати прямоугольная, то формула (1) при- 
нимаетъ более простой види:
d=\f {хх— у%у.  . . •...........................(Г).
2. Р а з д е л и т ь  о т р е з о к н  в и  д а н н о м и  о т н о ше н ! и .
Пусть дани отрезокн МгМг (см. фиг. 15), координатами концови ко-
тораго служати соответственно х1,у1 и х2,уг  По- 
ложими, что точка М(х,у) делити отрезокн МХМ2
МХМви данномИ отношенш I таки, что ММ. I. Чтобы
определить абсциссу этой точки, проведеми пря- 
мыя ВХМХ, РМ и Р2Ж2 параллельно оси Y.
Г  “
М М Р Р Р РТогда Щ £ = -р ]Г  и, следовательно,^-
I
Абсцисса точки Р та же, что и у точки М, и 
она определяется такой формулой: (Глава I, § 2, з. 2)
Фиг. 15.
х1-\-1х.
(2)
Ви этой формуле мы можеми считать I также отрицательными 
числомъ; тогда точка Р‘ будетъ лежать вне отрезка РгР2, и, следо­
вательно, точка М  вне отрезка М1М2. Такимъ образомъ, все резуль­
таты, полученные при решенш этой задачи ви Аналитической Геометрш 
на прямой, применимы и къ настоящему случаю.
Такъ какъ координаты хи у равноправны, то мы можеми на­
писать по аналогш си формулой (2):
У Ух+1У: 1 —(~ ^ (2 ').
1) Глава I, § 2, зад. 1.
15
Легко сообразить, что выражетя (2) и (2f) не зависятъ отъ раз- 
меровъ координатнаго угла.
§ 3. Преобразовате координатъ. Если вместо прежней системы 
координатъ возьмемъ другую, то, вообще говоря, координаты каждой 
точки изменятся. Формулы, по которымъ можно найти координаты 
точки при одной систем!* координатъ, если он!* известны при другой 
систем!., называются формулами пре координатъ. Эти фор- 
мулы, обыкновенно, выражаютъ старыя координаты черезъ новыя, а 
не наоборотъ, такъ какъ въ Аналитической Геометрш чаще всего 
приходится разсматривать уравнешя, которымъ удовлетворяютъ коор­
динаты точки. Подставляя въ такое уравнеше вместо старыхъ коор­
динатъ ихъ выражетя черезъ новыя, мы не­
посредственно получаемъ преобразованное 
уравнеше для новой системы координатъ.
Разсмотримъ сначала два частныхъ слу­
чая: 1) перенесете начала координатъ съ со- 
хранетемъ направлешя осей и 2) изм!*нете 
направлешя ос!й съ неподвижнымъ началомъ 
координатъ.
/ 1 / П р е о б р а з о в а н i е н а ч а л а .  Поло­
жить, что вся система перенеслась съ сохра- 
нешемъ направлешя осей, т.-е. новыя оси 
О'Х' // ОХ й О'Г» // OY (см. фиг. 16). Обозна-
чимъ черезъ х, у и х \  у' координаты точки соответственно при
старыхъ и новыхъ осяхъ, черезъ х0, у0 координаты новаго начала от­
носительно старой системы координатъ. Изъ чертежа видимъ, что 
абсциссы точекъ О. и А1 те же, что соответственно у точекъ О' к А, 
т.-е. х0 и х; при всякомъ расположеши трехъ 
точекъ О, Ох, А1 на прямой О А ^О ^-^-О О ^  
следовательно
х
Фиг. 16.
X: (1)
а такъ какъ оси координатъ равноправны, то
а  \
Фиг. 17.
■ У—У -и
/
2. П р е о б р а з о в а н д е  н а п р а в л е н ^  
о с е й. Положимъ, что оси координатъ повер-
*  . . S»V *  ’  *  ? '•  ’  •
нуты такъ, что съ прежней осью X  образуютъ 
соответственно углы а и 0 (см. фиг. 17); ко­
ординатный уголъ старой системы XOY  обозначимъ черезъ ох
Построимъ старыя (х, у) и новыя (х\ у') координаты точки А » 
проведемъ ось Og перпендикулярно къ OY и спроектируемъ на Og зам­
кнутую ломаную ОА'АА.О.
или
npg OA'-j-npg A'A-j-npg О
npg ОАг -\-пр£ Aj^A—npg OA'-\-npt: А'А.
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Если примемъ во внимаше, что AxA j!O Y  и А'А Ц OY', то по 
лучимъ на основанш теоремы}3 (гл. II § 1).,
прХ)А cos я2 со\=х sin (о, nptA1A = y  cos
я
2 О9
пр%ОА1 х} cos л“2 со-\-а ) = х 1 sin (со—a), npgAfA = y r cos
yf sin (со—/9),
л
2 СО-j-/9
слйдо вательно, xf sin (со—ct)-]-yf sin (со— /9)sm со о « (3)'
Проектируемъ ту же ломаную на ось Оцг), перпендикулярную къ ОХ.
\
прг.ОАг х c o s = 0 , npvA1A = y  cos (— —со/ —у&гпсо,2
пр^ОА’ cos я2 х' sin а,' пр„А'А cos
я 0 ] — у'sin 0
У
х' sin а у’ sin 0
• ♦ • • •sin со • в • ♦ (4)
Въ томр случай, если совершается преобразовате прямоуголь- 
ныхъ осей въ прямоугольныя же, слйдуетъ въ формулахъ (3) и (4)
положить: со. Л> л__ I лI  в  ' '= * + !
Тогда формулы (3)
У*
и (4) принимаютъ видъ:
/ » . .x—XJ cos а—у7 sm а
у—хf sin а-\-у} cos а
• « • • • (5)
• • (6)
Обще е  п р е о б р а з о в а л о  
/ к о о р д и н а т ъ  слагается изъ пере-
несешя начала и измйнешя напра-
»
влешя осей. Проведемъ (см. фиг. 18). 
черезъ новое начало вспо-
могательныя оси О'Х" и О'Г", па­
раллельный старымъ осямъ ОХ и
• %
О Y.Обозначая черезъ х и у, г и
у', хи и 2/" координаты точки А при старыхъ и новыхъ осяхъ, получимъ
»  0  ,  .  '
х=х"-\-х0, ,Q,
у=у"-\-у0, * ‘ ' * О) ..и----- 1 | з- f ................... ...  •'
Фиг. 18.
уп= сх1 -\-dy\
гдй а sin (со—а)—— ------ , о sin (со—/9)smco sm  со
sm а 
sin со d
sin /9 
sin со
Исключая изъ отношешй (7) и (8) хп и у", получимъ
х=:ах'~\-Ъу[-\-х0,
У=сх'4-йу'-\-у0.
(9)
!) На фиг. 17 вместо ц ошибочно поставлено п.
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Сл'Ьдуетъ заметить, что въ эти формулы, какъ старый, такъ и 
новый координаты входятъ линейно, т.-е. въ первой степени.
§ 4. Яолярныя координаты. Кроме декартовыхъ возможны и дру­
гая системы координатъ. Мы разсмотримъ еще такъ называемый по­
лярный.
Для опредФлешя положетя какой-нибудь точки А плоскости 
возьмемъ (см. фиг. 19) полупрямую т.-е. прямую, ограниченную съ 
одной стороны точкой О. Эту точку назовемъ полярной системы*
а полупрямую— полярной осью. Соединимъ точку 
А съ полюсомъ; отрЪзокъ ОА, представляющей 
разстояше точки А до полюса, называется ра- 
(Лусомг-векторомъ точки А, а уголъ, который 
образуетъ этотъ послЪдшй съ полярной осью, о 
называется амплитудой. Обозначимъ длину ра- 
д1уса-вектора черезъ Q, а величину амплитуды 
черезъ ф. Пределами изменешя г) рад1уса-вектора и амплитуды слу­
жить соответственно О < ^ < - ( - с о ,  0 5S ф <  2я  или — 
и въ этихъ пределахъ они вполне определены, если дана точка. Обрат­
но, если даны эти две координаты (ихъ называютъ полярными коорди­
натами), то мы можемъ построить единственную вполне определенную 
соответствующую имъ точку: она представляетъ собою пересечете 
полупрямой, выходящей изъ полюса и наклоненной къ полярной оси 
подъ угломъ ф, съ окружностью рад!уса q, описанной изъ полюса, 
какъ изъ центра.
Формулы преобразоватя декартовыхъ ко­
ординатъ въ полярныя достаточно вывести толь­
ко для прямоугольной системы, притомъ для 
того случая, когда полярная ось совпадаетъ съ 
осью X, а полюсъ—съ началомъ координатъ, 
такъ какъ преобразоваше декартовыхъ коорди­
натъ въ декартовыя уже разсмотрено.^
Пусть дана точка А  (см. фиг. 20) съ декар­
товыми координатами х , у  и полярными q, <р.
Спроектировавъ рад1усъ-векторъ этой точки сперва на ось X, а за- 
тФмъ на ось Г, получимъ:
Фиг. 20.
Фиг. 19.
X= Q  COS ф
y— Q sin  ф
Для обратнаго перехода отъ полярныхъ координатъ къ декарто- 
вымъ прямоугольнымъ служатъ формулы:
\J х 2-]~гу\ tg<p
ИЛИ <p=arc tg У
х
*) Иногда удобнее бываетъ разсматривать рад1усъ-векторъ, йакъ величину отно- 
сительную, и не налагать никаких* ограничен^ на амплитуды.
2
18
Для опред'блешя той четверти, въ которой лежитъ уголъ <р, нужно 
установить знакъ sin<p (или coscp) изъ формулъ
Sin (р у
Q
cos <р
X
Q
Въ полярныхъ координатахъ можно решать те же задачи, которыя 
решены въ декартовыхъ координатахъ. Такъ легко, напримЪръ, пока­
зать (см. фиг. 21), что разстояше между двумя 
точками A(qx, <рх) и В(д2) <р2) выразится при по­
мощи такой формулы
d — уф,2_Ь?2 2pi?a cos (g>!—9>2).
Фиг. 21. 1) ijf.§ 5. Геометрическое значеше уравненш.
Одно уравнете между координатами* 2) опреде­
ляешь во аналитической геометргина плоскости
Одно уравнете между двумя координатами
F(x,y) = 0 ........................................... ...  (1)
оставляетъ эти неизвеетныя неопределенными. Мы можемъ произ­
вольно дать значеше одной координате, напримЪръ, абсциссе 
тогда изъ уравнен!я (1) найдемъ одно или нисколько значенШ 
у=Ъ, Ъх, Ъ2... Каждая пара значенШ х—а, у=Ь определяетъ на плоскости
точку. Следовательно, мы получимъ одну 
или несколько точекъ М,Мг,.. (см. фиг. 22). 
Все эти точки лежатъ на прямой ж=а, па­
раллельной оси Y. Давая другое значеше 
х= а \  получимъ новую прямую параллельную 
оси Г  и на ней новую группу точекъ, коорди­
наты которыхъ удовлетворяютъ уравнетю 
Р\х,у) =  0. Если бы мы осуществили такой 
механизмъ, что при перемещеши прямой х= а  
(параллельно оси у) точки М,Ми... на этой пря­
мой перемещались бы на ней такъ, чтобы ихъ координаты все время 
удовлетворяли уравнетю F(x,y)=0, то при перемещеши прямой 
х =  а каждая изъ точекъ М,М1У.. описала бы некоторую литю, т. н. 
ветвь кривой:
Координаты, входяпця въ уравнете, представляютъ собою коор­
динаты любой точки соответствующей кривой и называются текущими 
координатами.
Если точка А(хх, ух) лежитъ на кривой, то ея координаты жх, уг 
удовлетворяютъ уравнетю (1).
Если даны два уравнены Fx{и то совокуп­
ность этшъ уравненш определяешь некоторую группу раздельно ле-
Фнг. 22.
г) Вместо С\ и С2 надо читать о, и о».
2) Теорема эта вФрна и для полярныхъ координата.
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жащихъ точекъ—точекъ, одновременно лежащихъ на кривыхъ Рг(х,у)—0 
и F^(x,y)=:0, т.-е. точекъ ихъ пересйчешя.
ДростййшШ случай подобной системы уравненШ {оо=га, у=Ъ) мы 
уже имйли, когда устанавливали способъ опредйлешя точки на плос­
кости (§1).
К л а с с и ф и к а щ я  к р и в ы х ъ .  Кривыя, сообразно виду ихъ 
уравненШ въ декартовыхъ координатахъ, распадаются на два обширныхъ 
.класса: на алгебраич ескгя кривыя и на
Если уравнение кривой можетъ быть представлено, по освобождении 
отъ радикаловъ и дробей, содержащихъ координаты, въ видть
равенства нулю многочлена относительно этихъ , то кривая
называется алгебраической.
Вей остальныя кривыя называются трансцендентными. Степень 
уравнешя алгебраической кривой называется порядкомъ ея.
Въ основу классификаций кривыхъ полагаютъ ихъ уравнешя въ 
декартовыхъ координатахъ потому, что въ этомъ случай характера 
уравнешя не мгьняется при преобразованы координатъ, т.-е. трансцен­
дентное уравнеше остается трансцендентнымъ, алгебраическое—алге­
браическими, послйднее сохраняя при этомъ свою„ степень.
Степень алгебраическаго уравненгя не повышаться при
преобразованы декартовыхъ координатъ.
Дййствительно, какой-нибудь членъ уравнешя кривой Ахтуп 
яослй преобразовашя приметъ видъ
А(ах'-\-Ъу'~{-х0)т(вх'-{-dy*-\-у0)”.
По раскрытии скобокъ не найдется ни одного члена, степень ко- 
тораго была бы выше т-\-п.
Ери преобразованы декартовыхъ координатъ степень алгебраическаго 
уравнешя не мооюетъ понизиться. Иначе, совершая обратный пере­
ходи отъ новой системы къ старой, мы получили бы повышеше 
,степени, что невозможно. Слйдовательно, при преобразовали декар­
товыхъ координатъ порядокъ алгебраической кривой не мйняется. 
Такъ же доказывается, что алгебраическая кривая не можетъ стать 
"трансцендентной.
Сл й д с т в 1 е .  Ерямая выражается уравненгемъ первой степени.
Дййствительно, уравнеше оси абсциссъ 0 первой степени, а 
преобразовашемъ системы координатъ всякую прямую можно сдйлать 
осью абсциссъ, при чемъ порядокъ ея не измйнится.
Г е о м е т р и ч е с к о е  з н а ч е н 1 е  п о р я д к а  кривой дается тео-  
р е м о й: Еривая и*10 порядка пересгькается съ произвольной прямой въ 
п точкахъ.
Произвольная прямая можетъ быть сдйлана съ помощью пре­
образовашя координатъ осью абсциссъ. Подставляя у= 0 въ уравнеше 
кривой, мы получимъ уравнеше
F(x,o)=.0
2*
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?гй степени относительно .г, и пкорней этого уравнешя определять п 
точекъ пересечешя кривой съ осью абсциссъ. Среди этихъ точекъ 
могутъ быть и мнимыя.
(  Пучекъ кривыхъ* Если, имея уравнешя двухъ кривыхъ Fx{x,y) — 0 и 
Р\(х,у) =  0, мы составимъ уравненЗе Fx(x,y) -\- т F2(x,y) — 0, где
t  ♦
произвольный множитель, то оно определить некоторую кривую и 
притомъ такую, которая проходить черезъ точки пересечешя первыхъ 
двухъ кривыхъ. Въ самомъ деле, пусть у=Ь координаты одной
изъ точекъ пересечешя данныхъ намъ кривыхъ. Тогда Fx{a,b)=0 
и F2(a,V)=0, а следовательно, и Fx(a,b)-{-m F2(a,b) =  0 при вся- 
комъ значенЗи т. Значить точка (а, лежитъ и на всякой'кривой 
Fx {x>y)Jr m F2 (х,у)=0. Меняя т, мы будемъ менять видъ этой кривой. 
Для разныхъ значенЗй тполучимъ разныя кривыя, но все оне бу- 
дутъ проходить черезъ точки пересечешя первыхъ двухъ кривыхъ. 
Поэтому говорить, что уравненЗе ‘ Fx{x,y) -j- т F2{x,y) =  0 определяетъ 
пучекъ кривыхъ.
Если лтвая часть уравнешя алгебраической кривой распадается 
на Множители
<р (х, у). гр0, .(2>
то сама кривая распадается на дет просттйшЫ кривыя, уравнешя ко-
торыхъ будутъ
у>(х, у)—0 ............................................... (3)
и
гр(х, 0 ....................................... ‘ . . (4)
"  \ -
Произведете равняется нулю, когда одинъ изъ сомножителей 
равенъ нулю. Следовательно, координаты какой-нибудь точки только тог­
да удовлетворяютъ уравненЗю (2), когда оне удовлетворяютъ уравненЗю 
(3) или (4). Геометрически это обозначаетъ, что точка только тогда, 
лежитъ на кривой (2), когда она расположена на одной изъ кривыхъ 
(3) иля (4); каждая точка одной кривой обязательно служить точкой 
или второй или третьей кривой, т.-е. первая кривая представляетъ собою
совокупность второй и третьей кривыхъ. 4
■  "  — , .  '  • '  \  ' '  - ,  .
Примтчанге. Следуетъ помнить, что все разсужденЗя справедливы 
только для того случая, когда все члены уравнешя перенесены въ. 
одну часть его.
Если дано уравненЗе кривой, то, задавая абсциссе произвольный
, *  I .  *  . . ,  *
значенЗя и подсчитывая соответствующЗя значенЗя ординаты, мы 
можемъ найти сколько угодно точекъ этой лиши. Обратно, если 
кривая задана, какъ геометрическое место точекъ, подчиненныхъ 
тому или иному условЗю, то можно составить ея уравненЗе. Раз- 
смотримъ, напримеръ, задачу:
Найти уравненЗе окружности, какъ геометрическаго места точекъ,. 
отстоящихъ на разстоянЗи г отъ данной точки ух).
Обозначимъ черезъ (х, у) координаты какой-нибудь точки окруж­
ности М. Определяя разстояше МС, мы можвмъ написать (§ 2):
\!{х— хгу  - f  (у—г/г)2-|-2 (х— хг
ИЛИ (х— ххУЛ~(—yL] 2-|-2 (х—х-У (у—у у  cos со = г 2.
Таково уравнеше окружности, которая представляетъ, следова­
тельно, кривую 2-го порядка. Въ случае прямоугольныхъ координатъ 
уравнеше этой кривой принимаетъ такой видъ:
(х— 0 2-]-(г/— УхУ=г\ .
а если, кроме того, центръ расположенъ въ начале координатъ, 
то получаемъ:
х2-\~у2= г 2.
Если центръ окружности совпадаетъ съ полюсомъ, то уравнеше 
ея въ полярныхъ координатахъ: о—г, а если координаты центра
и д>„ то (§ 4):
()2+ ? i2—2 QQl cos (9>—9>i)=>'2-
Отсюда видно, что классификащя кривыхъ въ полярныхъ коорди­
натахъ невозможна, такв-какв одна и та же кривая, въ зависимости 
отъ положешя полюса и полярной оси, можетъ оказаться и алгебраи­
ческой и трансцендентной. '
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Прямая.
• • ‘  '  V : .  "  \  k  •  . . .  •
§ 1. Лишя перваго порядка. Теорема.  Прямая есть литя 1-го порядка.
Мы уж^доказали эту теорему, преобразуя систему координатъ 
такъ, чтобы данная прямая стала осью абсциссъ, но можно и не­
посредственно составить уравнеше прямой. Поло- 
жеше прямой мы будемъ определять (см. фиг. 23)
W -ч *  .
длиной перпендикуляра ОК—р, опущеннаго изъ 
начала на прямую, и угломъ а, образованнымъ 
атимъ перпендикуляромъ съ осью абсциссъ. Вве- 
демъ еще уголъ 0=со—а, образованный имъ съ 
осью ординатъ.
Возьмемъ на прямой произвольную точку 
Mix,у) и спроектируемъ ломаную ОРМКО на лишю О К
пр ОР+пр РМ+пр М К—ОК.
'  • ' • • • "  - ' . . • -■ •... . - : , 1
Помня, что РМ  [| ОТ и МК \_ОК, мы получимъ
•’  Я  - ■ * * : , * • '
х cos сс~(—г/ cos 0=р
• 1 •• 7 *  ... ’ . • /. V •••'■  ‘ \  ’ ;■ .. • --- . -•*- ' •  •• ' *
или х cos а-\-у. cos/9— p=.. .... ... . (1)
»
Это уравнеше называется нормальными уравнешемъ прямой. Оно 
первой степени. Въ случай прямоугольной системы координатъ
я  . я
2 ’ р— 2 а>
нормальное уравнеше прямой принимаетъ видъ
ж cos «—J—г/ sin с:— ........................  (2)
Обратная т е о р е м а .  Лингя 1-го порядка есть прямая.
Возьмемъ общее уравнеше лиши перваго порядка; оно имйетъ 
видъ г):
Ах~\-Ву-\- С = 0 ............................................. (3)
где А, В, С—произвольныя данныя числа. Разсмотримъ сначала пря­
моугольную систему координатъ. Намъ надо показать, что уравнеше 
(3) всегда можетъ быть приведено къ (2); другими словами, что- 
всегда существуетъ такое число Ж, по умноженш на которое 
обйихъ частей уравнешя (3) получается уравнеше (2), т.-е. что
MA—cos . ...........................................   (4)
— sin а. . . с . . • . . . . . .  (5)
МС= — .......................  (6)
Число М  называется нормирующимъ множителемг уравнешя (3). 
Для опредйлешя его возвысимъ обе части уравненШ (4) и (5) въ 
квадратъ и сложимъ М \А 2АГВ'г)— 1
•  л
1
и след., М = ± ............................... .... • ( ')
#
■знакъ нормирующаго множителя надо выбрать такъ, чтобы уравнеше 
(6) давало для р  положительное число; следовательно, онъ противо- 
положенъ знаку свободнаго члена С уравнешя (3). Если М  опре­
делено, то изъ уравнешй (4), (5) и (6) найдемъ а и p jf.-e . найдемъ 
прямую, определяемую уравнешемъ (3).
Такъ какъ съ преобразовашемъ координатъ порядокъ лиши не 
меняется, то и въ случае косоугольной системы уравнеше (3) опре- 
деляетъ на плоскости прямую, и, следовательно, существуетъ норми­
рующей множитель М, приводяпцй. это уравнеше къ виду (1).
§ 2. Различные виды уравнешя прямой. Кроме общаго и нормаль- 
наго уравнешй, разсмотримъ еще две друия формы уравнев1я прямой: 
уравнеше относительно отргьзковь и уравнеше съ угловымъ 
цгентомъ.
Пусть прямая Ax-\-By-\-C=Q . . . . . . . • • . . . (1)
отсйкаетъ на координатныхъ осяхъ соответственно отрезки а н  Ь; тогда 
координаты точекъ Р  и Q пересечешя ея съ осями будутъ соотвйт- *)
*) Такъ какъ уравнеше вполне определяется, если дано отношеше его коэффи- 
щентовъ къ одному изъ нихъ, то линдя перваго порядка вполне определится двумя 
услов1ями.
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ственно: а, о и о, Ь. Напишемъ теперь услсдая прохождешя этой 
прямой черезъ точки Р  и Q.
Ла-\-С=-0
B b -ic—О.
(1')
(1")
откуда 1 С т, — И В: а
С
ъ
Поставивъ эти выражешя А и Ввъ уравнеше (1), им'Ьемъ
С С | п  А ж-----у -4- С—Оа * 6 1
или, по сокращены на —В,
получимъ X уа ' Ь 1 (2).
• Это и есть такъ называемое прямой относительно
отргъзковъ. '
Решимъ уравнеше (1) относительно у:
У
С
В —Ь, обозначимъ еще к
приметь видь:
А
в
__А
В
у—кх-\-Ь
С
В '
Тогда уравнеше прямой
(3)
Выяснимъ геометричесмй смыслъ параметра к. Если М  норми-
@о§ а
РУющШ множитель, то к= — = — — •
Обозначимъ черезъ <р -уголь, образуемый прямой съ осью X;
тогда а=ср Я о 2 и *
I ЖW—<Р+ 2
Следовательно, cos a—sin (р и и
'И sm <рь sin (со—<р) (4)
Такимъ образомъ, мы видимъ, что параметръ к зависитъ только 
отъ угла, образуемаго прямой съ осью X; онъ называется
коэффищентомъ прямой, а уравнеше (3)—уравненгемъ съ угловымъ коэф-
, Въ случае прямоугольной системы координатъ, угловой коэффи­
циента получаетъ очень простое значеше:
• »
Jc=tang (р,
•• * \ • •. *# % •
т.-е. угловой коэффигцентъ есть щгангеис угла прямой съ осью X.
I Примерь. ^Если <0:= ^
Общее уравнеше 2х— 2у+5=0.
*Нормальное уравнете 2х—2у-\-Ь
- 2  W 0.
Уравнете относительно отрезковъ х У2,5 1.1 2,5
Уравнете съ угловымъ коэффищентомъ 2,5
cos а
\/2
2 > s tn  а %
ЗяЛ /  5
5 JP— т  V 2 , а4 4 2,5, 5=2,5; А—1, (ф
л:
4 /‘
 ^>
/ v '  § 3. Изсл^доваше уравнешя прямой. Разсмотримъ теперь частные, 
случаи уравнешя прямой
Ах-\-Вг/—|— 0 = 0 , ...........................................(1)?
когда одинъ или несколько коэффищентовъ его обращаются въ нуль.
1) Пусть С—0. Уравнете (1) принимаетъ тогда видъ:
А х А - В у = 0 ,
и можетъ быть удовлетворено значетями: х=0 , у = 0 ;  следовательно 
■прямая проходить черсзъ начало координатъ.
2) Если А = 0, то уравнете (1) принимаетъ такой видъ:
СВу-{-С—0, или у— Ь, где
и, следовательно, определяетъ прямую, параллельную оси X. По 
аналоги! мы можемъ заключить, что при Оуравненш (1) соответ­
ствуешь прямая, параллельная оси Y. Такимъ образомъ, если въ урав­
ненш прямой отсутствуешь какая-либо координата, то прямая парал­
лельна соответствующей оси.
3) Если А = 0  и С=  0, то уравнете (1) получаетъ видъ: By—О, 
или у = 0, т.-е. оно определяетъ ось X.
Аналогично въ случае В —О, С—0, уравненш (1) соответствуешь 
ось у.
4) Разсмотримъ теперь случай, когда оба жоэф(р1щента при 
текущихъ ко$рдинатахъ равны нулю: Н=0, 2?=0, а С=£0. ТогДауравнете (1) 
принимаетъ такой видъ: С=0 или, по сокращения: на С, 1=0.
Въ этомъ случае нормирующШ множитель равенъ оо, въ виду 
чего и р=оо (см. § 1), Следовательно, если мы хотимъ дать геоме- 
тричесшй смыслъ и этому уравненш, то мы должны допустить, что 
оно определяетъ прямую, находящуюся на безконечно болыпомъ раз- 
стояши стъ начала.
• . '  • ( I ' »
Мы приняли, что на каждой прямой есть одна безконечно уда­
ленная точка. Геометрическое место такихъ точекъ есть л и тя  1-го 
порядка, такъ какъ съ произвольной прямой она имеетъ только одну 
общую точку. Мы назовемъ эту линш—безконечно удаленной прямой. 
Следовательно уравнете 1=0 определяешь безконечно удаленную 
прямую. '
5) Если А—О, В —О, С—0 ,то уравнен1е (1) представляетъ собою 
тождество, и ему удовлетворяютъ координаты любой точки плоскости.
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§ 4. Детерминанты 2-го и 3-го порядка. При реш ети системы
двухъ уравнешй съ 2 неизвестными :
4
агх-*г\у—сх, ' . . . ■...................
а2х-\-Ъ2у=с2 ............... ■ ............................ ..
получаются выражешя
X- Ь2С1 1^С2
«А —«2 Ъ1 у■
aLc2 «2С1
®1 ^ 2 ®2 ^ 1
• (2)
числители и знаменатель которыхъ составлены изъ коэффищентовъ 
уравнешй (1). по одному и тому же правилу. Именно, чтобы получить 
знаменатель, надо расположить коэффищенты ах, Ъх, а2, Ъ2 въ таблицу
Г
въ форме квадрата
а\ \
а2 Ъ2
(3)
и взять произведете элементовъ, расположенныхъ по главной д1аго- 
нали, ахЪ2 съ ихъ знакомь и прибавить произведете элементовъ, рас­
положенныхъ на побочной д!агонали, съ обратнымъ знакомь.
Числители выражетй (2) получаются такимъ же образомъ, только 
коэффищенты при определяемой неизвестной заменены известными 
членами сг и с2. Выражешя такого рода называются детерминантами 
или определителями 2го порядка;для нихъ принято обозначеше (3). 
Въ этомъ обозначеши формулы (2) получать такой видъ
X.
С1 \ «1
2^ 2^ . а2 С2 |
«X h
» У
ai \
«2 \  \ а2 Ъ2
. . . .  . (2')
Детерминантомъ 3-ю порядка называется выражете, составленное 
изъ 9-ти элементовъ такимъ образомъ
А
«1 А ci
«2 Ь2 С2
«3 А сз
а \  с2
К *з
а \  сх
h  с3 Jr a.
\  сх
2^ 2^
• •
Здесь каждый элементъ перваго столбца умножается на детер- 
минантъ 2-го порядка, полученный изъ основного детерминанта вы- 
черкиватемъ того столбца и той строки, къ которымъ принадлежит!» 
этотъ элементъ; такой детерминантъ называется минором о, соответству- 
ющимъ этому элементу; полученным произведетя берутся по очереди 
съ ихъ знакомь или съ обратнымъ знакомь. Правая часть равенства 
(4) называется разлооюетемъ детерминанта по элементамъ первагв
Если детерминанты 2-го порядка въ формуле (4) напишемъ въ 
раскрытой форме, то получимъ для детерминанта А следующее вы­
ражете
А—с?1 Ь2с^  ахЪ3с2 @2Ъхс., | а2Ъ3сх | а2Ъхс2 ct2b2cx. . . . . . . .  (Зу
26
Его не трудно написать, воспользовавшись такимъ пр1емомъ (онъ 
носитъ назваше правила Саррюса). Припишемъ подъ детерминантомъ 
А еще разъ его первую и вторую строки
a t С1
а 2 С2
со
в
к с з
(6)
a i Ъг
®2 2^ 2^
V
И возьмемъ произведешя по три элемента на главной д1агонали 
щ b2с3 и на лишяхъ параллельныхъ ей съ ихъ знакомь и произведешя 
трехъ элементовъ на побочной д1агонали а3Ъ2сг и на лишяхъ, ей парал­
лельныхъ, съ обратнымъ знакомь.
Т ео  р ем а 1 .--Детерминанта не лтняется строке,
соответствующими столбцами. ■ -
Для детерминанта 2-го порядка это очевидно. Выражете же ;(5) 
можно преобразовать, вынося за скобки аг, Ъг и сг, такъ
А—а 2^
С2 С3
аг
сг + ci
а2 аз j
А О
а^ о^
^2 h
С1 С2
Т е о р е м а  2. При перестановке двухъ или двухъ столб новь
детерминаптъ меняешь знакъ, сохраняя абсолютную величину.
Вь виду теоремы 1 достаточно показать это только для строкъ. 
Переставимъ, наприм’Ьръ, вторую и третью строки; меняя места­
ми указатели 2 и 3 въ разложенш (4), мы заметимъ, что первый
■ -  ; ' ,  • »
членъ изменить знакъ, такъ какъ въ детерминанте 2-го порядка 
произойдетъ перестановка строкъ, а два друпе члена поменяются 
местами и тоже переменять знаки.
С л е д с т в 1 е 1. Детерминанта можно разлагать по 
любой строки или любого столбца; такъ какъ всякий столбецъ можно 
привести одной или несколькими перестановками соседнихъ столбцовъ 
на первое место.
Знакъ, съ которымъ входить произведете перваго элемента 
строки или столбца на соответствующий миноръ, зависитъ отъ числа 
перестановокъ; остальныя произведешя по очереди имеютъ положи­
тельный или отрицательный знакъ. . ;
С л е  д CTBi e  2. Детерминантъ съ двумя одинаковыми рядами пли 
столбцами равень нулю.
Действительно, после перестановки этихъ строкъ детерминантъ 
долженъ изменить знакъ; следовательно. А=—А' и вместе съ темъ 
А=А', откуда A=(f.
*  \ Г , • ' ' .* . . .  ‘ • . . в • • • /
Т е о р е м а  4. Обгцгй множитель всехъ элементовъ одною столбца ,
или одной строки .можно вынести за знакъ детерминанта.
■
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Теорему эту достаточно доказать для элементовъ перваго столбца, 
такъ какъ всякую строку или столбецъ можно поставить на его место. 
Разлагая по элементамъ перваго столбца, получимъ
1ах Ъх ег
Ц  \  С2
1а3 Ъ С3
at Ъх сг 
а2 Ъ2 сг
аг К
Т е о р е м а  5. Детермина н т г е с л и  
одной строки (или столбца) прибавимг соответственные элементы 
другой строки (или столбца), умноженные на одно и то же число. 
Теорему эту достаточно доказать для перваго столбца. Разлагая
по элементамъ этого столбца, мы получимъ
\
Ьг сг
Ъ с ! Ъ е /
а3-\-Щ  \  с2
«з 4- Щ  с3
=  (а1Д1(Ъ1) и2
Ь~ СоО о --- (а2
ui
3^ сз
+  (а3^ г Щ )  
«
а 2^ 2^ 
h  Со
а.
\ с г
\ с г
Ъг сг
\  С2
2^ С2 
ЬгЧ
\ с г
h  с3
+Ъ;
\  с,
Ъ'2 С2
« 1  b i  c i • \Ь1 с1t
O' 2  ^ 2  ^ 2 + * \ ^ 2  ^ 2
^ 3  ^ 3  ^ 3 со со
О со
Второй детерминантъ равенъ нулю, такъ какъ имеетъ два одина­
ковые столбца. -
Этими теоремами пользуются при вычисленш детерминанта. 
П р и м е р  ъ. Вычислить детерминантъ
1 2 3 1 0 ° | — 1-
2
-2
4
II 3 5 7
# 1со -1 --2 U
• 5 8 11 5- 2 4 1
1
Здесь мы вычитаемъ изъ элементовъ второго столбца и третьяго 
соответствуюцце элементы перваго, умноживъ ихъ на 2 и на 3; раз- 
лагаемъ зат^мъ по элементамъ первой строки, м4>няемъ знаки и вы- 
носимъ общаго множителя 2.
ПоследнШ детерминантъ равенъ нулю, ибо у него одинаковые 
столбцы.
Решете системы 3 линейпыхъуравненш съ 3 Пусть 
имеемъ систему
ахх-\-\у-\-^3= 3^  
a2x - \ - \y - \ - o 2z = d 2,  ^ (8)
Ужжожщ&ъ эти уравнешя соответственно на
\ с г
Ь* С3
Ь, с2
\  с3
и К ci
б2
'
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и сложимъ. Коэффищентомъ при х будетъ стоять
а 2^ G2
\  С2
а, \  Gi \ ч
2^ G2
аА q 
2^ 2^ 2^
а3 соо
Коэффищенты при у или г получаются заменой на или на с 
следовательно, равйы нулю, какъ детерминанты съ одинаковыми 
столбцами. Т. о. мы получимъ
а1 Ь1 G1 (Тг Ьг сг
X Я 2 2^ 2^- — 2^ 2^ G2
аг з^ Gz d3 Ьг сг
Отсюда находимъ х; формулы для у и г напишутся по аналогш
х.
d x Ъг с1
d2 Ь2 с2
d* \  сз % 4/--- -
аг dx сх
2^ 2^ G2 
«3 Ъ сз - « /У-
а х Ьг d i
а2 2^ Ch
а2 К  dB
аг Ъх cL * У— аг Ъг сх
1 ---
аг Ъг eL
&2 2^ G2 2^ G2 ®2 2^ G2
аз h  сг \  Gz йз А сз
• ' (9)
4
Система 3 од пород ныхъ уравнешсъ 3 Если
d2= d 3= 0, то все числители въ выражешяхъ (9) равны нулю, такъ
какъ въ детерминантахъ Все элементы одного столбца равны нулю. 
Мы получаемъ очевидныя реш етя
ж—0, у—0, z —0.
С и с т е м а  однородныхъ уравненШ дбпускаетъ реш етя, кроме 
нулевыхъ, если и знаменатель въ формулахъ (9) равенъ нулю, т.-е.
если детерминантъ системы равенъ нулю
d Х \ Cl
аг h Cj
аз h сз
;0. . • ( Ю )
От. к. въ этомъ случае выражетя корней принимаютъ видъ у -  • Одно* ) (J
изъ уравнетй системы тогда будетъ сл£дств1емъ двухъ остальныхъ,
и следовательно, одному изъ неизвестныхъ можно дать произвольное 
значеше.
Давая одному изъ неизвестныхъ значеше &==1, мы получимъ
ч
условную ситему3 уравнетй съ 2 неизвестными.
(t[ ж-J- —9
а2Х~\-Ъ2у-\-С2= 0  
asx-\-bsy-{- с, = 0
. ( 11)
me
Изъ предыдущаго следуетъ, что условная система. тгЬетъ р4ше- 
при выполнен1и услов1я (10).
5. Точка пересЬчешя двухъ прямыхъ. Даны две прямым
Ах-\-Ву-\- С—0 ■ 
А'х-\-В’у+С='~ 0
( 1)
(2).
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Точка ихъ пересЬчешя лежитъ одновременно на обенхъ прямыхъ 
и, следовательно, координаты ея должны удовлетворять обоимъ урав- 
нешямъ (1) и (2). Чтобы найти эти значешя х  и удовлетворяюшдя 
одновременно уравнешямъ (1) и (2), надо ихъ совместно решить и тогда 
получимъ (§4):
—с В
1
11—с В'
А В
А' В '
• • (3)) У
А--  С
А ’- - а
\А- В'
А’ В
1. Если ВВ'
то ж и у будутъ иметь конечныя значешя, и мы получимъ одну 
вполне определенную точку пересечешя съ координатами (3) и (4).
ь
2. Если знаменатель А
А '
но числители въ выражев1яхъ (31и (4) не равны нулю, то х=со, у=оо, 
соответствующая точка (гл. I. § 2) безконечно удаленная. Прямыя 
(1) и (2) параллельны, такъ какъ на конечномъ разстоянш не пере­
секаются. Съ другой стороны услов1е (5) въ раскрытомъ виде будетъ:
АВ* — В'А  О, откуда Угловые коэффициенты, следо­
вательно, равны, и прямыя наклонены подъ одинаковымъ угломъ къ 
оси абсциссъ. Услов1е параллельности (5) можно еще переписать въ 
такомъ виде.
А__В_
А' В' *
т.-е. деть прямыя параллельны, если при соотвгьтствеи-
ныхъ текущихъ координатахъ въ ихъ пропорцюналъны.
3. Положимъ теперь, что, кроме знаменателя одинъ изъ числи­
телей равенъ нулю, ■
напримеръ,
или въ раскрытомъ виде, —СВ'А-ОВ=А)г
откуда
Сравнивая уравнешя (5') и (6'), получимъ
А __В _ С .
А' В' С '
Тогда и второй числитель равенъ нулю и обе координаты точки'
получають неопределенный значешя: *
\
X
О
О И У— л
О
О
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Обозначимъ знаменатель отношенШ (7) черезъ q; тогда
A=A'q, B —B'q, 0 = 0  q-,
подставляя эти выражетя А, В  и Свъ уравнете (1), получаемъ
или
A' qx-\-B' qy-\-C' q=. О, 
А'х4-В ,у4-(У=О,
т.-е. уравнете (2) является простымъ cnl^cTBieMb (1); такимъ образомъ, 
всякая пара значешй х н у  изъ безкояечнаго числа ихъ, удовлетво- 
ряющихъ уравненш (1), удовлетворяетъ и уравнение (2); геометрически 
это обозначаетъ, что всЬ точки, лежанця на прямой (1), расположены 
и на прямой (2), т.-е. обЪ прямыя слились въ одну.
Такимъ образомъ, деть прямыя сливаются, если три коэффищента 
уравненгя одной изъ нихъ соотвгътственпо коэффицген-
тамъ уравнетя другой.
Равенство (6). нельзя представить въ видЪ (6(), если В ’—О. Тогда 
и В —0, и прямыя параллельны оси X. Координаты точки пересЬчешя
О О
х
0 ’ у
со. По аналогш ж =  со, у— В  если прямыя параллельны оси |£:
(1)
6. Уголъ между двумя прямыми. Условимся считать на прямой
положительнымъ направлете въ сторону возра-
сташя ординаты. Подъ угломъ двухъ прямыхъ
#
У—
у= к2х-\-Ъ2, ........................................... (2)
мы будемъ разуметь уголъ между положитель­
ными направлетями ихъ отъ первой прямой ко 
второй противъ движешя часовой стрелки.
Легко вид'Ьть, что этотъ уголъ в=<р2—<рх, 
гд'б <pL уголъ наклонетя къ оси X первой прямой и <р2 второй, 
(см. фиг. 24)
_  tg<p2— tg<p,
Фиг. 24.
откуда tgQ
1 +ig<p2 г (3)
Если система координатъ прямоугольная, то
*99i= K , Ч щ —К
t-s
Ч Q—tg (<р2—(рг) lc2—k1 1 -j-kjc. • • • • • •
Если прямыя даны общими уравнетями
AiX-\-B Уу-\~С 1—О, 
А2х-\-В2у-\-С,,—§,
то, такъ какъ Щ А  7
tgQ
А  
А
А  ■&! __
А А Ц -& 1 & .
формула (4) принимаетъ видъ
—А 2В г
(5)
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Прямыя параллельны, если ^ 0 = 0 ;
тогда 7сх= ^ 2: или ~А~ =  ТГ'.(6)
2 2
Слгьдователъчо, деть прямыя параллельны, если угловые
равны или, если коэффищенты при текущихь соотвгьт-
ственно пропорщоналъны.
Если данныя прямыя перпендикулярны между собой, то ;
тогда А А '- \ - В В ' = 0 .................... ............................... (7)
или 157= — • Угловые коэффищенты связаны соотношешемъ
1 -j-Jc^—.(7f)
7 1или • /с2=  — у—•
'С1
Эти формулы верны только для прямоугольной системы коор- 
динатъ. .
З а д а н а  1. Найти прямую, проходящую точку 1) парал­
лельно прямой • '
Ьх— b y—>17=0.
Ф
Уравнеше всякой прямой параллельной данной можно написать
такъ , ■
Ьх—6т/-(-С'=0;
. -Ч ‘  V 
. 4
такъ какъ искомая прямая проходить черезъ точку (2, 1), то
5. 2—б. 1+ 0= 0 .
Следовательно, 0 = —4 и искомое уравнеше
Ьх— &у—4 = 0 .
• . » ’ *
З а д а ч а  2. Найти прямую, проходящую точку , 1) пер­
пендикулярно прямой
Ь х—  6 у — 1 7 = 0  ( с о = - ^
Уравнеше всякой прямой перпендикулярной данной будетъ 
1 Ьх-\-Ьу-\-С=0;
v ,  х* следовательно, уравнеше искомой прямой
f  с■  Ьх-\-Ьу— 1 7 = 0 .
JP
/Н У  \ а§ 7. Разстояш е точке до прямой. Дана
* y \ f  \  . прямая АВ  (см. фиг. 25) своимъ уравнешемъ 
. - f - ------ - д  Х\ ' « х  въ н°Рмальномъ виде
х  co —7 ................ (1)
Фиг. 25. ч «V
и точка Щхх, у А. Зтобы определить раз­
стояше d=NQ , проведемъ черезъ точку N  прямую 1ШД  Ея 
уравнеше отличается отъ уравнешя (1) только свободнымъчденомъ>  ^ ve: %
л; cos a-f-y cos £— Y (2)
Мы найдемъ его, подставивъ въ это уравнен1е координаты точки N
хг cos а-\-уг cos /3—р 1—0,
откуда Px= x i cos а~\~У\cos ft■
Не трудно заметить d=px—р\
следовательно, d= x1 cos а-\-уг cos [3—р .................................... (3)
^  •
Разстояте точки отъ прямой равно лгъвой части нормальнаго 
уравнешя прямой съ заменой текущихг координатами
этой точки.
Полагая хг= 0 , ух— О, найдемъ разстояте начала координатъ отъ 
прямой d——p.
Такъ какъ выражеше (3) перемЪняетъ знакъ только, обращаясь 
въ нуль, а нулю оно равняется только для точекъ, лежащихъ на 
прямой, то отсюда следуетъ, что для точекъ, расположенныхъ по одну 
сторону отъ прямой съ началомъ координатъ, разстояте d отъ этой 
прямой отрицательно, для точекъ же, находящихся по другую сто­
рону прямой, d положительно.
§ 8./Поште о пучке прямыхъ. Пусть намъ даны две прямыя
‘ ' Ax+ By+ C = Q , . . . .................. . . . (1)
А 'х^-В ’у-рС'—О , ............................. .... (2)
разсмотримъ уравнеше
A x + B y + C ^ - q  ( А ’х - \ - В 'у - { - С ') = > 0 , ............................ (3)
где q—произвольный множитель. Это уравнеще первой степени, следо­
вательно, определяетъ прямую. Значешя и удовлетворякящя одно­
временно уравнешямъ (1) и (2), обращаютъ въ нуль и левую часть 
уравнешя (3). Следовательно, прямая (3) проходить черезъ точку пере- 
сёч етя  прямыхъ (1) и (2). Давая параметру q есть значен!я отъ—оо 
до -f-oo, мы получимъ есть прямыя, проходя шдя черезъ точку пере- 
сечешя прямыхъ (1) и (2). Совокупность всехъ этихъ прямыхъ назы­
вается пучкомъ прямыхъ (сравни гл. II § 5), а общая точка пересечешя
ихъ носить назвате центра пучка. Уравнение (3) представляетъ урав- 
нен1е пучка, если разсматривать множитель q, какъ переменный 
параметръ.
Положивъ въ уравнеши (3) 0, мы получимъ ypaBHeHie (1).
Разделивъ же предварительно обе части уравнешя (3) на q и поло­
живъ затемъ q=  со, мы получимъ уравнеше (2). Такимъ образомъ, 
осжовнымъ прямымъ (1) и (2) пучка (3) соответствуют значешя q—О-
И qp=zco. • -
Если прямыя (1) и (2) параллельны, то уравнеше (3) попрежнему 
определяетъ пучокъ прямыхъ, но центръ пучка лежитъ въ безконеч- 
ности. Все прямыя пучка параллельны. Действительно, въ разсматри- 
ваемомъ случае коэффищенты при х и у въ уравнен1яхъ (1) и (2) 
нропорщональны. Внося
А '= А 1 ,  В ’= В 1
въ уравнете (3), мы получимъ
A(l+lq) х+ В  (l+*g) y^-C-\-C'q=Q
или - Ах-\-Ву-\- ~^Г1~ —О ,.................................. (4)
Коэффищенты при текущихъ координатахъ не содержать пере- 
мфннаго параметра q\ следовательно, все прямыя одного направлешя. 
Возьмемъ прямыя (1) и (2) параллельно осямъ координатъ
x= xv у = у 1,
тогда уравнете у—yx-\-q{x—
определяетъ пучокъ прямыхъ съ центромъ въ топке (хи уг).
Въ этомъ случае (и только въ этомъ) параметръ q получаетъ 
простой геометричесшй смыслъ. v Именно,—q=k есть угловой коэф- 
фищентъ прямой пучка. Само уравнете (3) принимаетъ видъ
У—Уг=к (x—x j  ..........................................(5)
Съ помощью теорш пучка решается очень просто много задачъ, 
которыя при другомъ способе реш етя ихъ требуютъ сложныхъ вы- 
кладокъ.
П р и м е р ъ  1. Найти прямую, проходящую черезъ точку пере- 
сечешя прямыхъ:
Зх—4г/—2 6 = 0 ..........................................(6)
9х—Н у—17 = 0 ..............................   (7)
и черезъ точку (1, —1).
Пяпгемъ уравнете пучка, основными прямыми котораго служатъ 
прямыя, (6) и (7):
Зх—4у—26-|-д (9х—17 —7)=0 . . . . . . . .  (8)
>
Выберемъ изъ пучка такую прямую, которая проходила бы черезъ 
точку (1, —1); другими словами, дадимъ параметру q такое значеше, 
чтобы х—1, у= —1 удовлетворяли уравненш (8)
...........  \  „ 3—j—4—26—j—g (9—j—17—7)=0,
откуда q— 1, и уравнете искомой прямой:
12х—21у—33=0 или 4ж—7у—11=0.
. * %
П р и м е р ъ  2. Найти прямую, проходящую черезъ точку пере-, 
сечетя  прямыхъ (6) и (7) и перпендикулярную къ прямой
4.х+2у—5 = 0 ...........................(9) (ет= -|
/ * ‘ V ' ‘ ' '
Въ уравненш (8) выбираемъ параметръ q такъ, чтобы прямая 
пучка (8) была перпендикулярна къ прямой (9). Пишемъ услов1я пер­
пендикулярности:
(3+9g) 4+ (—4 - 17q) 2=0;
1 з
— 33 —
\
sрешая это уравнеше относительно q, получаемъ
а =  —2;
« - »
следовательно, уравнеше прямой пучка (8), перпендикулярной къ пря­
мой (9), будетъ такое:
—15H-3Qy—12=0,
или Ьх —  10г/-}-4—-0.
%
§ 9. Услов1е пересбчешя трехъ прямыхъ въ одной точке. Пусть 
даны три прямыя:
А  ^  х ~j— В-^  у 4~ (Jг—0 ,
Л гх + В 3у + С 3= 0 ;
координаты х, у общей точки ихъ пересечешя удовлетворяютъ этимъ 
тремъ уравнешямъ. Следовательно, уравнешя эти совместны, т.-е. (§ 4)
0.
А Вг Сг
А в 2
А в з С3
§ 10. Услов1е расположешя трехъ точекъ на одной прямой. Пусть 
даны три точки (;г, у), (х1г уг), (х2, у2); координаты ихъ удовлетворяютъ 
уравнение прямой, на которой оне расположены:
Ах 4-B y  —{—0= 0,
А х а '~ В у , G — О, 
Ах2-\-Ву2-\-С—§\
следовательно, эти три однородныхъ уравнешя относительно неиз- 
вестныхъ А, В, С должны быть совместны, т.-е. (§ 4)
х  - у  1
Х1 Уг .1 
Х2 У 2 ^
О (1 )
То же услов1е расположен1я трехъ точекъ на одной прямой можно 
представить въ такой форме: х — хг_у — уг
...................................\Л)
Х 2 хг У2 Уг
#Ъ самомъ деле, вычитая почленно второе уравнеше изъ пер- 
ваго и последняго, имеемъ: -
А  (х
А (х,
х.)
X,)
В  (у
В  {у.
■Уг)
■Уг),
откуда соотношеше (2) получается почленнымъ делешемъ 1-го ра­
венства на 2-ое. *
. . : - . • \  •  /  ' • •  *  .
Если координаты точки (я, у) въ равенстве (1) будемъ разсматри- 
вать, какъ переменный, то точка (х, у) будетъ перемещаться, оста­
ваясь на прямойу проходящей черезъ точки (ж15 yL) и (ха, у2), т.-е. со- 
отношешя (1) или (2) представляютъ собою уравнеше прямой, прохо-
дящей черезъ две данныя точки (хг, ух) (ж2, у2), если координаты х, у 
разсматривать, какъ текупдя координаты.
§ 11. Площадь треугольника по даннымъ его вершинамъ. Пусть
вершинами треугольника служатъ точки: (х, у), (хг, ух) и (х2, у2).
Обозначимъ черезъ h высоту треугольника, проведенную изъ 1-ой 
вершины; тогда, такъ какъ h есть разстояте точки (х,у) отъ прямой
проходящей черезъ (х^у^) и (х2,у2),
JlZ=M
х у 1 
Хх Ух 1 
х2 Vi 1
(§ Ю, § 7),
*  '
'где Ж нормирующей множитель; разлагая детерминантъ по элемен- 
тамъ первой строки получаемы
' У г1ъ=М \х(У,
м.
У2)~У (лг,—я?,)+
1
ж2 у.
\1 (У1—у2У+(х —х2^
1
Обозначая черезъ d основаше треугольника, получимъ:
(§ 1),
d
откуда
\/ (жх—х2У~\-(ух—у2У
*1 
а '
(гл. III § 2)
М
Такимъ образомъ, площадь треугольника
А 12
такъ  какъ dh2
х у 1 
Х г ух 1 
Х2 У2 1
Пользуясь полученной формулой площади треугольника, мы 
зюгли бы прямо прейти къ результ-атамъ § 10.
Г Л А В А  V.
Общая т и р  крнвыхъ 2-го порядка, •
§ 1. Основныя понят1я. ОбщШ видъ уравнешя кривой 2-го порядка 
такой А х2-\-2 Вху-\-Суг-\-2 Dx-\-2 Ey-\-F=i0 ................... ...................... (1)
Такъ какъ уравнеше (1) в по л Hi определится, если даны будутъ 
отношешя всЪхъ его коэффищентовъ къ одному изъ нихъ, и такъ 
какъ изъ шести коэффищентовъ этого уравнешя можно составить 
пять такихъ отношешй,—то кривая второго порядка определяется 
пятью условгямгс.
Напримеръ, кривая 2-го порядка вполне определена, если заданы 
■5 точекъ, черезъ которыя она, проходеттъ.
§ 2. Методъ изсл'бдоватя кривой 2-го порядка. Изследовате кри­
вой 2-го порядка мы будемъ производить, отыскивая точки пересЬче- 
шя кривой съ произвольной прямой на плоскости. Особенно удобно 
будетъ производить такое изследовате, если указанную произволь­
ную прямую считать принадлежащей къ некоторому пучку; центръ 
пучка мы будемъ выбирать сообразно съ услов1ями задачи, а для 
упрощешя вычисленШ будемъ считать начало координатъ перенесен- 
нымъ въ центръ пучка.
Въ такомъ случае относительно новой системы координатъ ура- 
внеше пучка прямыхъ и уравнете кривой (1) будутъ иметь видъ
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у'—к х ', ................................... ...  (2).
Ах12-{- 2 Вх’у'+Су,2+ 2Dx'+ 2 Ё у '+ Е = 0 ........................(Г)
Чтобы определить коэффищенты этого уравнетя, воспользуемся, 
формулами переноса начала координатъ
х = х ’+ х0,
. <
где х 'у \  новыя; текунця координаты, а х0, у0—координаты новаго 
начала относительно старыхъ осей. Подставляемъ выражешя х  и у  
въ уравнете (1)
Л ^ + х оу + 2  В(х<+хо) (yf+ 2/0)+ C (y '+ y 0)2+ 2 1) (х'+х0)^ 2  E(y'+y0)+F=O.
Собираемъ члены по степенямъ новыхъ координатъ у'
А хп-{-2 Вх'у'-{-Суп-\-2 х \А х0-{-Вуй-\-D)-\-2 у'(Вх04-Су0-\-Е)-\-
- \-А х 02-\-2  В х 0у0-\-С у02-{2 D x 0-\-2
Отсюда слФдуетъ, что старшге члены уравнетя кривой 2-го порядка 
не изменяются при переноси» начала координатъ.
W
А = А , В= В, С=С. '
*  I
• * * • . '  {
Коэффищенты при членахъ первой степени имеютъ видъ
В =А х0+ В у0+ В , ....................... (3>
/ _____
и свободный членъ F  равенъ всей левой части уравнетя (1) съ за­
меной текущихъ координатъ координатами новаго начала ж0, у0 1).
Для тоге, чтобы найти точку пересечешя какой-нибудь прямой 
пучка (2) съ кривой (Г), решаемъ совместно эти уравнетя; заменяя 
у1 черезъ кх1, имеемъ: •
. (4 + 2  Bk-\-CJ2) ж'2+ 2  (Z>-^Ek)x'4-F—0 ....................... (4)
Э то уравнете даетъ абсциссы двухъ точекъ пересечешя нашей 
кривой съ прямой пучка, такъ какъ оно квадратное. Этого и следовало 
ожидать, такъ какъ число точекъ пересечешя кривой съ произвольной
!) Обозначая л'Ьвую часть уравнетя черезъ f  (х,у), а часгныя производима л't- 
вой чаети уравнешя (1) нож и по у через ь f  х и f у , мы можемъ записать кратко
Ё = - \ Г Х{ Ч ,  Уй), Е = \ р у (хъ , у 0), о Уо).
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прямой равно порядку этой кривой, т.-е. въ данномъ случай двумъ. 
Корни уравнешя (4) могутъ быть действительными, мнимыми или рав­
ными. Въ первомъ случай прямая пучка (2) пересйкаетъ кривую въ 
двухъ дййствительныхъ точкахъ; во второмъ случай точки пересй- 
чешя мнимы и, слйдовательно, прямая не встрйчаетъ кривой; въ 
третьемъ случай точки пересйчешя сливаются.
Назовемъ касательной въ данной точкгь кривой прямую, 
которой представляешь предгьлъное сгькущей, проходящей
черезъ данную точку и черезъ другую точку кривой, неограниченно при­
ближающуюся къ первой. Слйдовательно, въ случай равенства корней 
уравнешя (4) прямая пучка (2) касается кривой.
§ 3. Классификащя кривыхъ 2-го порядка. Если коэффищентъ при 
х п въ уравнеши (4) равенъ нулю
/
А+ 2 Bk-l-Ck2= 0 , ........................... ...  (5)
то абсцисса одной точки. пересйчешя равна безконечности х). Урав- 
неше (5) опредйляетъ два значешя углового коэффищента
С к
В — —4
С
гдй б = А С -В 2 (6)
Слйдовательно, существуете вообще говоря, два направлешя, 
по которымъ прямыя пучка (2) пересйкаютъ 
нашу кривую въ безконечноудаленной точкй.
Кривая 2-го порядка имтьетъ двгь б
удаленныхъ точки.
1) Е сли сЬ>0,
то корни уравнешя (5) мнимы. Кривая имйетъ 
дВй мнимыя безконечноудаленныя точки и, 
слйдовательно, вся расположена въ конечной 
части плоскости. Такая .кривая называется
эллипсомъ. Эллипсъ - 
^  фиг. 26).
2) Если
замкнутая кривая (см.
4<0,
Фиг. 27.
то въ пучкй (2) есть двй прямыя, встрйчаю- 
нйя кривую въ безконечности. Кривая имйетъ 
двй дййствительныя безконечно - удаленныя 
точки. Такая кривая называется гиперболой. 
Двй вйтви гиперболы уходятъ въ безконеч- 
ность (см. фиг. 27). >
3) Если 4=0,
!) Подставляя х=  -  въ уравнеше ах*-\-Ъх-{-с=0,
аш получим  ^ ? v' v w ' a -f hz-\-cz2=0.
Если a=0, то одинъ корень zt=*0 и следовательно x t= оо
то оба корня кг и к2 равны. Безконечно-удаленныя точки кривой слит 
ваются. Эта кривая называется параболой (см. фиг. 28).
Величина б, отъ которой зависитъ ха- 
рактеръ кривой, называется
в ч
старшихъ членовъ.
§ 4. Распадение кривой 2-го порядка. Если 
въ уравненш (4) обращается въ нуль сво­
бодный членъ F, то координаты одной точки 
пересечешя всякой прямой пучка (2) и кри­
вой равны нулю. Съ другой стороны
F = f(x о, у0)= 0
есть действительно ycnoBie того, что кривая (1) проходить черезъ 
новое начало (#0, у0).
Если еще коэффищентъ при х равенъ нулю
В + Е к = О,
. то и второй корень уравнешя (4) равенъ нулю. Обе точки пересечешя 
прямой пучка (2) съ кривой совпадаютъ въ новомъ начале координате- 
Следовательно, прямая касается кривой. Уравнеше (7) определяете, 
угловой коэффищентъ этой касательной
Направлеше касательной становится неопределеннымъ въ той.
точке кривой, где В  и Е  оба обращаются въ нуль. Тогда уравнеше 
(4) имеетъ виде
04+2 т + С к 2) х ,2=....  . (4'>
Всякая прямая* пучка (2) пересекаетъ кривую въ двухъ слив­
шихся точкахъ. Исключеше составляютъ те прямыя, для которыхъ
4+2Ж -ф С /с2= 0 . ..........................................(5>
Въ этомъ случае уравнеше (4) обращается въ тождество, точка 
пересечешя становится неопределенной, т.-е. всякая точка такой прямой 
принадлежите данной кривой. Уравнеше (о) определяете вообще два 
значешя kt и к2 углового коэффищента. Следовательно, кривая въ  
такомъ случае распадается на пару прямыхъ.
Очевидно, не всякая кривая распадается. Это будете, если сущест­
вуете точка, координаты которой удовлетворяютъ 3 уравнешямъ
В —О, Ё = 0, F = 0. . . . . ( ................ . (8>
Таке кякъ F = x  (Ах-\-Ву-]-В)-{-у (Bx-\-Cy-\-E)-\-Bx-\-Ey-{-F, . . . .  (9) 
то система (8) равносильна такой
Ах—j—By—1~
Вх-\СуЕ=0, ........................................ '. . (8 '>
Bx-^—Ey-^-F^A),
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Эти уравнешя имеютъ общее решеше, если
А В  
В С Е  
В  Е F
0.
Это— условге распаденгя кривой на пару Если при томъ
6 > 0  (§ 3), то уравнеше (5) имЪетъ мнимые корни, и прямыя мнимы. Сле­
довательно, эллипсъ распадается на пару прямыхъ. Един­
ственная действительная точка такого эллипса (х0, у0). Если сУ<0, то пря­
мыя действительны. Гипербола распадается на пару действительных?, 
пересекающихся пряжыхъ. Случай <fc=0 мы разсмотримъ позднее 1).
§ 5. Центръ кривой 2-го порядка. Если въ уравненш (4) обращается 
въ нуль только коэффищентъ при х'
. B+ Ek= iО, \ Г (7)
то на основаши свойствъ корней квадратнаго уравнешя сумма абсциссъ 
двухъ точекъ пересечешя
Назовемъ хордой кривой 2-го порядка прямую, соединяющую 
кашя-нибудь две ея точки. Абсцисса средины хорды
X'—  ——
/уЛ 1 _ /y>fJj 2 | Jy 2
2 о
а, следовательно, и ордината равны нулю. Уравнеше (7) определяетъ 
угловой коэффищентъ этой хорды
h В
Е • * • (У)
Такимъ образомъ, черезъ всякую точку плоскости проходить одна 
и только одна хорда, делящаяся въ этой точке
Направлеше хорды становится неопределеннымъ, если В  и Е
оба нули, т.-е. если
Аха-]-Бу0-\-В=0,
Bx0+Cy0+E=.Q. (10)
Назовемъ центромъ кривой 2-ю порядка точку, въ которой делится 
пополамъ всякая проходящая черезъ нее хорда.
Уравнешя (10) определяютъ вообще единственный центръ (гг0,
»
в  в •  . • В  А
С Е
•
ч
Е  В
Xq--
А В 5 У о— А В
В  С
ч
В С
. . . .(11)
Не трудно заметить, что 
служить дискриминантъ стар
знаменателемъ въ этихъ выражешяхъ 
гахъ членовъ б. Если дискриминантъ
1) Смотри § 5.
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не нуль, то кривая им4етъ определенный центръ съ конечными коор­
динатами. Поэтому эллипсъ и гипербола называются центральными 
кривыми. Въ случае распадешя кривой на пару прямыхъ центромъ 
служить точка ихъ пересечешя.
Если cfc=0 и хотя одинъ числитель въ выражешяхъ (11) не нуль, 
то ,г0= о о  или у0—  со. Следовательно, центръ параболы въ без-
конечности.
Если сЬ=0 и оба числителя равны нулю, то центръ становится 
неопределеннымъ. Уравнешя (10) определяютъ одну и ту же прямую— 
лингю центровъ.
Т е о р е м а .  Кривая съ неопредгълекным центромъ распадается на 
пару параллельныхъ прямыхъ.
Если кривая распадается на пару параллельныхъ прямыхъ, то5 
очевидно, всякая точка прямой параллельной даннымъ и лежащей 
между ними на равномъ разстоянш. отъ нихъ обладаетъ свойствомъ
центра. Обратно, если ММ1 и ММ2 хорды, де­
лящаяся въ точкахъ Ох и пополамъ, то въ 
треугольнике М  Мх М2 (см. фиг. 29) М21| 0102. 
Следовательно, точки кривой расположены на 
прямой параллельной лиши центровъ.
Детермйнантъ А въ этомъ случае равенъ 
нулю, такъ какъ обе прямыя (10) совпадаютъ 
Фиг. 29. и, следовательно, 3 уравнешя (8') имеютъ общее
реш ете. Обратно, если 0 и 6—0, то прямыя 
(10) параллельны, а такъ какъ три прямыя (8') имеютъ общую точку, 
то оне все параллельны; но изъ того, что третья прямая параллель­
на каждой изъ двухъ остальныхъ, следуетъ что и числители выра- 
жешй (11) равны нулю. Такимъ образомъ парабола распадается на пару 
параллельныхъ прямыхъ; въ частности прямыя эти могутъ сливаться.
§ 6. Д1аметры кривой 2-го порядка. Геометрическое мтьсто срединъ 
параллельныхъ между собою хордъ называется дгаметромъ, сопряжен- 
нымъ этимъ хордамъ.
Пусть угловой коэффищентъ хордъ к. Координаты средины любой 
изъ параллельныхъ хордъ, т.-е. любой точки сопряженнаго имъ. диа­
метра, связаны уравнетёмъ (7). Въ раскрытой форме уравнеше 
д1аметра будетъ
Ах—|  Ву-^-В—J  к (|— Су—[~Е):==0. . . . . . . ■ •  . (12)
Уравнен1е это первой степени; следовательно, дгаметръ—прямая 
литя. Все д1аметры проходятъ черезъ центръ, такъ какъ въ центре д е­
лятся пополамъ хорды всякаго направлещя. Уравнеше (12) есть уравнеше 
пучка д1аметровъ, если разсматривать к, какъ переменный параметръ.
Изъ уравнешя (12) определяемъ угловой коэффищентъ д1аметра к'.
____ Л-\-кВ
- ~  В -\-кС ’
Отсюда A-j-B (к-\-к') +  Оск'—О ............................'. (13)
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Левая часть этого равенства симметрична относительно угло- 
выхъ коэффищеатовъ ки ¥  т.-е. не м4няетъ своего вида при замене 
к черезъ к' и ¥  черезъ к. Следовательно, если д1аметръ съ угло­
вымъ коэффищентомъ ¥сопряженъ хордамъ съ угловымъ коэффи­
щентомъ к, то , обратно д1аметръ съ угловымъ коэффищентомъ к сопря­
женъ хордамъ съ угловымъ коэффищентомъ ¥.
Парой сопряженныхъ дгаметровъ называются так1е два д1аметра 
изъ которыхъ каждый делить пополамъ хорды, параллельныя дру­
гому. Уравнение (13) связываетъ угловые коэффищенты сопряженныхъ 
д1аметровъ.
Въ случай, параболы АС=В* 2, следовательно, > ' -
А Д кВ  _  А {А + к В )_  А(А-\-кВ)_ А(А+кВ) _  А
С~  В + к С ~  A(B+ W )~~ А В Д кВ 2 В {Ap-кВ) — В
Всю дгаметры параболы параллельны, они пересекаются въ ея
безконечно удаленномъ центре. Уравяете сопряженнаго д1аметра
Ax-\-By-\-D— ~  В х — ^  СуJLJ С/
А
В
Е = О,
В_
С
или по сокращении, 1= 0 . Дгаметры параболы со-/ А Iтакъ какъ
пряжены безконечно-удаленной прямой.
§ 7. Оси кривой 2-го порядка. Осью кривой 2-го порядка назы­
вается дгаметръ перпендикулярный сопряженнымъ ему хордамъ *).
Направление, перпендикулярное къ сопряженному, называется главнымъ 
направленгемъ. -
Выберемъ прямоугольную систему координатъ. Тогда угловые 
коэффищенты осей К  и К 1 определяются услов1ями сопряженности и 
перпендикулярности:
откуда
А + В  ( К + К ') + С К Е '= . 0
_  А — С  
~  В
к к 1,
% * • •
Следовательно, К  и К' служатъ корнями квадрагнаго уравнешя:
л_п
А'Ч- К —1=0 .ъ • • (14)
Корни этого уравнетя действительны, такъ какъ свободный 
членъ отрицателенъ. Следовательно, у всякой кривой 2-го порядка 
всегда сущеетвуютъ два главныхъ направлешя. ;
Если В = 0  и А = С ,  то уравнете (14) обращается въ тождество 
и, следовательно, каждый д1аметръ кривой является вместе съ темъ 
и осью ея; кривая эта окружность 2).
*) Точки кривой симметрично расположены относительно ея оси; следовательно, 
ось служить осью ея симметрш.
2) См. г л. III § б стр. 21.
У параболы все д1аметры сопряжены безконечно удаленной пря­
мой. Следовательно, у параболы два главныхъ направлетя, но только 
одна ось въ конечной части плоскости, а другая ось безконечно уда­
ленная прямая.
§ 8. Асимптоты кривой 2-го порядка. Въ § 3 мы наследовали 
тотъ случай, когда одинъ корень уравнетя (4) обращается въ без- 
кояечность. Оба корня этого уравнетя обращаются въ безконечность,
если А-\-2Вк~\-Ск2=  0 .(5)
В + к Е = 0 ........................................... (7)
Тогда лучъ пучка (2) пересЬкаетъ кривую въ безконечно удален­
ной точке дважды; следовательно, касается ея въ этой точке.
Касательная къкривой въ безконечно-удаленной называется
асимптотой. Изъ уравнетя (5) мы найдемъ угловые коэффициенты 
асимптотъ, и въ такомъ случае уравнете (7) показываетъ, какому 
условно должны удовлетворять координаты новаго начала (ж0, у0), 
чтобы эта точка лежала на асимптоте. Другими словами, уравнете (7) 
есть уравнете асимптоты, если .г0 и у0 разсматривать, какъ текупця 
координаты.
Обозначивъ эти координаты, какъ обычно, черезъ ж и у, мы по- 
лучимъ это уравнете въ виде
I
Ax-\-Bx-\-D-\-k{Bx-\-Oy-\-E)= . . . . . . .  (12)
где  к одинъ изъ корней уравнетя (б), т.-е. асимптота кривой 
порядка есть дгаметръ, проходящт черезъ безконечпо-удаленную точку 
кривой.
Уравнете (5) получимъ, если въ условш сопряженности двухъ 
д!аметровъ
А + В  (Jc+k')-\C=.  ..... (13)
положимъ Ъ=.к'. Следовательно, асимптота есть дгамегпръ самъ себгь 
сопряженный.
Въ случае эллипса 6 >  0, корни уравнетя (5) мнимы, и обгь асим­
птоты эллипса мнимы.
Для параболы 6 =  0, корни уравнетя (5) kt и к3 равны между 
собою:
... /
уравнете (13) принимаетъ видъ:
A x + B y + D -  j;  В х -  ^ Су- 1
или по сокращении 1—0, т.-е. обгь асимптоты параболы сливаются 
съ безконечно-удаленной прямой.
Въ случае гиперболы оба корня действительны, и, следовательно, 
у гиперболы деть асимптоты.
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§ 9. Касательный и нормали кривой 2-го порядка. Въ § 4 мы нашли 
угловой коэффищентъ касательной, проходящей черезъ топку ( 
кривой
I)
к
Е
(7').
Отсюда уравнеше касательной У—Уо
В
Е
{х Xq)
или Вх-\-Еу= Вх0-\-Еу0, или
х (Ахй-\-Ву0-\-В)-\-у (Вх0-\-Су0-\-Е)=х0 (Вх0-\-Су0-\-Е),
а такъ какъ хп, у0 удовлетворяютъ уравненш кривой
. . (9).х0 {Ах0-\-Ву0-\-В)-\- у0 -)
то окончательно уравнеше касательной будетъ
(Ax0-\-By0-\-D) х-\- (Bxo-]r . (15)
То же выражеше углового коэффищента найдемъ, если будемъ 
искать направлеше хордъ, сопряженныхъ д!аметру, проходящему черезъ 
точку (х0, у0). Действительно, угловой коэффищентъ хорды, деля­
щейся въ точке ( х0 ,у0) пополамъ, какъ мы видели,
I т  — »
В
Е
/  • #
и все хорды, параллельный ей, сопряжены одному д!аметру.
Следовательно, касательная къ кривой 2-го порядка сопряжена 
дгаметру, проходящему черезъ точку касан1я.
Нормалью къ кривой называется перпендикуляръ къ касатель­
ной въ точке касашя. Следовательно, уравнеше нормали будетъ
У У6
Е
~В
{х — х0)
§ 10. Полюсы и поляры кривой 2-го порядка. Чтобы найти урав- 
неше касательной, когда дана, вообще, какая-нибудь ея точка (х0, у0), 
надо определить координаты точки касашя. Обозначая ихъ черезъ 
х н у ,  напишемъ услов1е того, что искомая касательная проходить, 
черезъ точку (х0, у0):
• . (150{Ax-\-By-\-D) .г0-|- (Bx-\-Cy-{-E) y0--{- (Bx-\-Ey-\-F) — 0 .
Точка (x , у) касашя лежитъ на кривой (1). Следовательно,
. Ax*+2Bxy+Cy*+2Dx-\-2Ey+F= 0 . . . . . .  . (1).
Решая эту систему уравнешй, мы определимъ координаты точки 
касашя. Такъ какъ уравнеше (1) 2-й степени, то точекъ касашя д в е . 
Следовательно, изъ произвольной точки (х0, у0) плоскости можно про­
вести д в е 1) касательнйхъ къ кривой 2-го порядка; если эти каса-
0  Такая кривая называется кривой 2-го класса.
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тельныя действительны, тонка {х0, называется отно­
сительно кривой; если—мнимы, точка (хи, у0) называется внутренней. 
Наконецъ, обе касательныя сливаются въ одну, если точка ( ,
лежитъ на кривой.
Ур^внеше (15') первой степени; следователь­
но, если разсматривать въ немъ координаты х, , 
какъ текупця, оно определяем» прямую, проходя­
щую черезъ-точки прикосновее1я касательныхъ, 
пересекающихся въ точке уд). Прямая эта на­
зывается полярой точки у0), сама же точка—
полюсомъ этой прямой (см. фиг. 30).
Уравнете поляры симметрично относительно 
координаты хи х0 иФиг. зо.
Axx0-f-Bx0y-\-I}xy0-\-Cyy0-\-Dx-\-Dx0-\-Ey-\-Ey0-\-F = 0 (16)
следовательно, если точка (ж, у) лежитъ на поляре точки (ж0, у0), то, 
обратно, точка (ж0, у0) лежитъ на поляре точки (х, у). Эти два полюса 
называются сопряженными относительной кривой; точно также сопря­
женными называются соответствуюшдя имъ поляры.
Вследств1е симметрии ураввеше поляры можно написать
(Ax0-\-By0-\-D) x-\-(B x0-\-Cy0-\-E)y-\-(D x0-{-Ey0-\-F )= 0 . (17)
Сравнивая уравнен1я (17) и (15), мы видимъ, что полярой точки 
кривой служить касательная къ последней въ этой точкп>.
Наконецъ, полярой центра служить безконечно-удаленная прямая 
и, обратно, полюсами д1аметровъ служатъ безконечно-удаленныя точки.
Г Л А В А  YI.
Изучеше кривыхъ 2-го порядка по ихъ нанонинескимъ
уравнежямъ.
§ 1. Каноничесмя уравнешя центральныхъ кривыхъ.
Т е о р е м а .  Если кривая отнесена къ , то
при первыхъ степеняхъ текущихъ ко х и у въ кри­
вой обращаются въ нуль.
Ф .  •
Координаты центра определяются уравнешями
A.x()-]^liyg -f--D — о '
В У о С У о ........................... ...  . . (1)
Следовательно, после перенесетя начала координатъ въ центръ 
кривой D Vi,Е  равны нулю.
Свободный членъ F  въ преобразованномъ уравненш можно пред­
ставить такъ _  -
F^DXb+Eyo+DXb+Eyb+F, '
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или, подставляя х0 и у0 изъ уравнешй (1)
В В А В
С ЕI О/ ----- ----- В Е
б 4 У 0' б
гдй 6 дискриминантъ старшихъ членовъ,
. А В В
В D 
С Е — Е
А В  
В Е -}- F
А В  
В С
В С. Е  
В  Е F
б ~~ 6
i
% ,
Т е орема .  Если кривая отнесена къ двумь сопряженнымь напра- 
влетямг, то уравнете не содержишь члена съ произведенгемь - 
щихь координать.
Въ этомъ случай мы должны положить въ условш сопряжен­
ности 1с=о  и Jc'=co.
откуда и получаемъ В==0. *
Возьмемъ начало координатъ въ центрй кривой и примемъ за. 
оси два сопряженныхъ Д1аметра. Тогда уравнете кривой получить 
видъ *)
Ax2+Cy2+ F = 0. . . . . . ... .... ....  (3)
Если хоть одинъ изъ коэффищентовъ А, С, F  уравнешя (3). ра- 
венъ нулю, то кривая распадается, такъ какъ А=0.
А О О I
О С О =ACF—0. 
О О F  ■
Если Fz=0, токриваяраспадается на пару дййствительныхъ или мнимыхъ 
пересекающихся прямыхъ
'  А х2-\-Су2=0. .
или (\jAx-{-\J— Су) (\jAx—\J—Су)=0;
если А = 0 ' (или С=0), то кривая распадается на пару параллельныхъ 
прямыхъ Cy2-\-F=0
или ( J C y ^ ^ -F )  (yC y-sJ^F )=  О.
// -
Положимъ, что .ни одинъ изъ коэффищентовъ А, С, F  не нуль. 
Составимъ дискриминантъ старшихъ членовъ б:
Если A C > 0 , Nro уравнете (3) есть уравнете эллипса; если 
АС -с О, то мы имЪемъ гиперболу (гл. У, § 3).
Для простоты значки у текущихъ координатъ и коэффищентовъ отброшены.
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А  можно считать положительнымъ; иначе мы переменили бы 
знаки у всЬхъ членовъ.
Следовательно, въ случае эллипса и положительно. Если 
и F >  О, то уравнеше (3) определяетъ мнимый эллипсъ; оно не мо-
жетъ быть удовлетворено действительными значешями х и у, такъ 
какъ выражаетъ требоваше, чтобы сумма трехъ положительныхъ 
чиселъ Ax2-j-Cy2-^F  равнялась нулю.
Если 1F отрицательно, то мы можемъ разделить обе части уравне- 
шя на—F:
\
Такъ какъ F-cO, А > 0  и (7>0, то обе дроби F и
тельны. Обозначимъ ихъ соответственно
неше (4) приметь капо видъ:
2
-=1
черезъ
А
о'2 и Ь'2;
F
С положи-
тогда урав-
х У
а' 2 Ъ' (5)
Къ этому виду можно привести уравнеше (3) безконечнымъ чи- 
сломъ способовъ, такъ какъ сопряженныхъ д1аметровъ у эллипса 
безчисленное множество. Если за оси координата приняты оси эллипса, 
то система координатъ прямоугольная. Въ этомъ случае канониче­
ское уравнеше эллипса пишется въ такомъ виде:
X* . у
а 1 (6)
Въ случае гиперболы С отрицательно. Если F  тоже отрица-
F  Fтельно, то въ уравнеши (4) А положительно, а
\
вательно, мы можемъ положить FА а
/2 F
С
С
Ъ'\
О, и, следо-
Такимъ образомъ, получаемъ каноническое уравнеше гиперболы:
X У
ап V 1 (7)
Въ случае F > 0 , мы положимъ F_А а
ч F
С Ъ'2, и уравнеше (4)
примета такой видъ: X Уап Ъ’2 1 (8)
Оба уравнешя (7) и (8) изображаютъ гиперболы, который назы-
Ь • • , /
ваются сопряженными, если а1 и V въ обоихъ уравнешяхъ имеютъ 
одинаковыя значешя.
Если .примемъ за оси координата оси гиперболъ, то уравнешя 
ихъ напишутся соответственно такимъ образомъ:
X
а
У_
Ь2 ы (9)
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Уравнешя (7) и (8), какъ и у эллипса, можно полупить безчис- 
леннымъ множествомъ способовъ.
§ 2. Форма эллипса. Уравнете эллипса, отнесеннаго къ осямъ,
им'Ьетъ такой видъ:
х
а
У 
Ь2 1 ...................................(6) (§ 1)
или . (60
Мы им&емъ сумму двухъ существенно 
чинъ, равную 1; следовательно, каждая изъ 
меньше или, въ крайнемъ случае, равна 1:
положительныхъ вели- 
нихъ въ отдельности
X
а
У_
b
■откуда 
или О
х 2^ а 2,
х а, I Ь
Следовательно, если на оси въ положительномъ и отрица- 
тельномъ направлешяхъ отложимъ отъ начала координатъ отрезки 
въ а единицъ длины и въ концахъ этихъ отрезковъ возставимъ пер­
пендикуляры къ оси X, то все точки эллипса будутъ лежать между 
этими параллельными лишями. То же справедливо и для оси I;  только 
надо отложить отрезки въ Ъ единицъ длины. Эллипсъ расположенъ 
внутри прямоугольника со сторонами въ 2а и 2Ъ единицъ длины. 
Следовательно, эллипсъ замкнутая кривая (ср. гл. V, § 3).
Съ возрастатемъ абсолютной величины х абсолютная величина 
у убываетъ. Полагая въ уравненш: (6) у= 0, мы получаемъ наиболь­
шая по абсолютной величине значешя абсциссы х = ± а  точекъ пере- 
сечешя эллипса съ осью X.
Следовательно, длина отрезка оси X, заключеннаго внутри 
эллипса, т.-е. длина оси его * 2) равна |а |-{ - | —а\ =  2а.
Полагая въ уравненш (6) х==0, мы получимъ, что длина другой 
оси равна 2 Ъ.Вершиной кривой 2-го порядка называется точка пере- 
сечешя ея съ осью; следовательно, у эллипса 4 вершины.
Обычно принято полагать а>Ъ, т.-е. за ось X  брать большую 
ось эллипса. Въ случае а=Ъ  получаемъ:
х
а
У
а
т —1 или ж3-|-г/ а
I
т.-е. уравнете окружности; следовательно, окружность есть частный
О  ‘ . • '  •
случай эллипса, когда оси эллипса равны между собою.
Эллипсъ расположенъ симметрично относительно своихъ осей,
*) Числа а и Ъ условимся’считать положительными.
2) Иодобнымъ же образомъ параметры а' и Ъ' (см. § 1) представдяютъ собою
полуд^аметры эллипса;
48
такъ какъ ось перпендикулярна къ теме хордамъ, который она де­
лить попрламъ; очерташе его дано на фиг. 31.'
Напишемъ уравнете пучка д1аметровъ эллипса (Г>) (см. гл. V § 6):
X
а
ку_
Ъ* о.
Угловые коэффищенты к и к‘двухъ сопряженныхъ д!аметровъ
7/' ъ2связаны соотношешемъ кк—-----г,а
ИЛИ tg y  • tgrp
ъ*
а
где у> ж гр' соответственно углы этихъ д!аметровъ съ большой осью. 
Следовательно, сопряженные Ыаметры эллипса лежать въ смежныхъ 
углахъ, образуемые его осями (см. фиг. 32). ‘ .
Фиг. 31. Фиг. 32.
Уравнете поляры и> въ частности, касательной будетъ (см. гл. Уг
9 и § 10): XX. УУх
а 1
а уравнете нормали У—Уг <*УгЪ2х■ ( х — х г) .
3. Форма гиперболы. Возьмемъ уравнете гиперболы:
х У
а Ъ 1 • • • • . . . (9) (см. § 1)
Здесь разность- двухъ положительныхъ величине равна 1. А это
можетъ быть только тогда, когда уменьшаемое ( X
\ а
; отсюда х а.
Следовательно, между двумя параллельными лишями х= а  и 
—а точекъ кривой не будетъ.
Съ другой стороны, очевидно У2 х
а
или У
Ъ
а
х
Следовательно, гипербола состоите изъ двухъ ветвей, располо 
женныхъ въ вертикальныхъ углахъ образуемыхъ ея асимптотами
У Xа
Полагая въ уравненш (9) у—О, имеемъ следовательно-,
длина оси равна 2а; она называется действительной осью гиперболы. 
Ось у не встречаетъ кривую. Полагая въ уравненш (9) х= 0, полу­
чи мъ: у = ± Ы ;  на второй оси, гипербола отсЬ- 
каетъ мнимый отрезокъ; онъ носить назвате мни­
мой оси. Следовательно, у гиперболы 2 действи- 
тельныхъ и 2 мнимыхъ вершины.
Гипербола расположена симметрично отно­
сительно осей. Съ неограниченнымъ возрасташ- 
емъ | х | неограниченно возрастаешь и 1 у | . Очер­
тите гиперболы дано на фиг. 33.
Уравнете сопряженной гиперболы
получается изъ уравнешя (9) простой перестановкой буквъ х и у 
а и Ъ. Она нанесена на чертеже 33 пунктиромъ.
Гипербола называется равносторонней, если а=Ь; уравнете ея
х 2—у2=а.
Уравнете пучка д1аметровъ гиперболъ (9) и (10)
а
х
2
Тсу_ 
Ъ2 0;
следовательно, у обеихъ сопряженныхъ гиперболъ все пары 
ныхъ дгаметровъодне и т е же.
Угловые коэффициенты к я к! двухъ сопряженныхъ д1аметровъ
. ' Ъ2 'связаны соотношеншмъ к¥ а
т.-е. сопряженные дгаметры гиперболы лежать въ однихъ и же
вертшалъныхъ углахъ, образуемыхъ его осями. Когда они совпадаютъ:
ъk= k\ то мы имеемъ асимптоту fc= = t—-• Угловые коэффищенты
\ а
асимптотъ отличаются только знакомь; следовательно, оси гиперболы 
слуоюатъ биссектрисами угловъ,образуемыхъ асимптотами.
Уравнете поляры и, въ частности, касательной будетъ
XX. №  
b2 1,
a уравнете нормали у—у,.
щ  <*-*>>■
§ 4. Уравнеше гиперболы, отнесенной къ асимптотамъ. Поместим! 
начало координатъ въ центре гиперболы и примемъ за оси коорди 
натъ асимптоты. Угловые коэффищенты асимптотъ А*=0 и к'=  оо
удовлетворяютъ уравненш А'-\-2В’к-\-С'к2—0 (гл. V, § 8)
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Такъ какъ одинъ корень нуль, то Л'=о, такъ какъ другой корень 
со, то С=о. Кроме того, 1)'=Е'=0, такъ какъ напало координатъ 
перенесено въ центръ.
Такимъ образомъ уравнеше кривой принимаешь такой видъ:
полагая FВ 1
асимптотамъ:
2В'х'у'-\-Е=  О,
~ т, мы получаемъ уравнеше гиперболы, отнесенной къ
х 'у '— т , .................................................. (И)
где т считаемъ положительнымъ числомъ, иначе мы переменили бы 
направлеше одной изъ координатныхъ осей на противоположное. 
Уравнеше сопряженной гиперболы будетъ х):
х 'у '= —т ................................................ ..... . (12 ).
Сопоставляя уравнешя (*11) и (12), мы видимъ, что сопряженным 
гиперболы отдгьлены другъ отъ друга ггхъ общими асипмтотами. 
Уравнеше касательной будетъ:
1 ' , 1
—  т
или въ виду того, ЧТО Хгуг т
X
2х +
У 1.
1
Уравнеше это показываешь, что отрезки 0В1 и ОС\, (см. фиг. 34)
отсекаемые касательной на асимптотахъ, вдвое, более соответственно♦
ОАг' и Al' А^)т.-е. абсциссы и ординаты точки 
касашя А ^х ^  ух); отсюда следуетъ, что
В1А 1= А 1С1, т.-е. отргьзокъ касательной къ ги- 
перболгь между асимптомами дгьлится точкой 
касанш пополамъ.
Площадь треугольника \СХ представит­
ся такимъ образомъ:
2  . sin со =  2т sin со,
т.-е. площадь эта величина постоянная для
Фиг. 34.
-
И
i) Чтобы перейти отъ каноническихъ уравнен1й сопряженныхъ гиперболъ
*2 _
X2 у'2
у1 - лV2
«2 Ъ 2
(9)
(10)
къ уравнетямъ (11) и (12), необходимо воспользоваться формулами преобразоватя 
направлен^ осей, но эти формулы однородны и свободнаго члена въ уравнеши кри­
вой не изм'Ьняютъ; если уравнеше (9) преобразуется въ
а?У
т
х'у'
= 1
то уравнеше (10) должно перейти въ—^  = — 1т
( 11)
(12)
2) На фиг. 34 точка А пропущена.
Iданной гиперболы. Чтобы выразить ее черезъ полуоси, мы можемъ взять 
частный случай, когда точка А х находится въ вершине А гиперболы
{см. черт. 33). Площадь треугольника ОВС равна а.~ 2~ или аЪ * ), т.-е.
треугольника, образованный асимптотами и любой касательной къ ги­
пербола, равновелика прямоугольникупостроенному на полуосяхъ.
Проведемъ секущую В ХВ2 параллельно касательной ВХСХ и со­
пряженный имъ д1аметръ OF (см. фиг. 34). Тогда EXF= E2F; съ дру­
гой стороны, по свойству параллельныхъ литй
D XF  _  JD2F  
Б ХА Х ~  СХА Х
Отсюда, JDXF=JD2F  и DxEx= D 2E2. Следовательно, отргьзки т ку­
щей, заключенные меоюду гиперболой и ея асимптотами, равны между 
собой.
§ 5. Уравнете кривой 2-го порядка, отнесенной къ вершине. Ка­
ноническое уравнете параболы.
Примемъ за оси координатъ касательную и Д1аметръ, проходящШ 
черезъ точку касашя. Эти направлешя сопряжены; следовательно, 
В=0. Напишемъ уравнете касательной въ начале координатъ 
J)x-\-Ey-{-F=0. Если эту касательную примемъ за ось у, то E—F=Q 
и уравнете кривой принимаетъ такой видъ:
Ax2+Ci/+2Dx=0 . ....  . . (13)
Уравнете (13) изображаетъ параболу, если 0. Такимъ
образомъ, или А = 0, или 0=0; если С=0, то уравнете (13) не со­
держите у и, следовательно, определяете пару прямыхъ параллель­
ныхъ оси у.
Следовательно, А=0, и уравнете (13) принимаетъ такой видъ:
Су2+ 2 В х = 0 ;
полагая
мы получаемъ каноническое уравнете параболы:
. у 2= 2 р ' х ;  . . . . . . . . . . . .  (14),
коэффивдентъ р' считаемъ положительнымъ, такъ какъ иначе можемъ 
переменить направлете оси X.
Если осью X  служите ось параболы я, следовательно, начало, 
координатъ помещено въ вершине кривой, то уравнеше ея пишется 
такимъ образомъ: у2=2рх.  ....  (15)
1 * оЪ*) Отсюда сл'Ьдуетъ, что ш =  -  (а2 +  Ь2), такъ какъ т =
SIsm (о
ж Sin (О = 2 », f 2 аЬаЦ-Ъ*’
■ л  *
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Точно такимъ же образомъ можемъ преобразовать уравнете (13) 
и въ случай центральной кривой, относя ее къ вершинй:
2—У
гдй Р-
■2px-\-qx
В
(16)
С ’ ч
А
С
q\ для гиперболы q >  0; дляДля эллипса з < 0 ,  такъ какъ б— — 
параболы q—0.
Такимъ образомъ:
для элли п са ...............................
%
для гиперболы . . . . . . . .  2/2>  2
для п а р а б о л ы ........................... у2= 2рх
0  ,
т.-е. при одномъ и томъ же значенш коэффищента р  2) и для одной 
и той же абсциссы х, ордината въ случай эллипса будетъ наименьшая,, 
а въ случай гиперболы—наибольшая (см. фиг. 35).
, у2 можно разсматривать, какъ площадь 
квадрата, построеннаго на ординатй, а 2рх, 
какъ площадь прямоугольника, построеннаго 
на удвоенномъ параметрй, т.-е. 2р, и абсциссй. 
Слйдовательно, въ случай эллипса площадь 
квадрата меньше площади прямоугольника, въ 
случай параболы первая площадь равна вто­
рой и въ случай гиперболы первая площадь 
больше второй. Этимъ объясняются назвашя 
кривыхъ: эллипсъ отъ sUeirpig (недостатокъ),' парабола отъ 
(равенство) и гипербола отъ Ъжа$&о\г\ (избытокъ).
Преобразуемъ каноническое уравнете эллипса
\  У
\  О
Фиг.. За.
-А -У !  
а2 «Ь2 1
къ виду (16). Если перенесемъ начало въ лйвую вершину, то формулы 
преобразовашя координатъ будутъ х= х '—а, у—у \  и уравнете эллипса
принимаетъ такой видъ: (хг— а у . у
'2
а 1,
или У/2. 2 — • х‘ а
Ъ
а х
/2 (16')
: \  ^ ч 
Слйдовательно, въ случай эллипса параметръ
Р
Ъ2
а И а
Ъ2 
а2
Аналогично, перенося начало въ правую вершину гйперболы
Ъ2получаемъ V а *
Ъ2
а2
*) Коэффищентъ р  называется параметромъ кривой второго порядка.
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§ 6. Форма параболы. Уравнете параболы
*
У1—2рх .............................................. (15)
■ '  4
показываетъ, что вей точки этой кривой лежатъ по одну сторону 
оси у, такъ какъ у имЪетъ только тогда действительный значетя, 
когда х >  0. При х—0 и у= 0; при неограниченномъ же возрастали \х\, 
и \у\ неограниченно растетъ; следовательно, парабола имевтъ безко- 
нечно удаленную точку.
. Такъ какъ “Для каждаго значетя х, у имеетъ два значетя:
yx=  \/ 2 р х , У
(  •• • •' . * \  • ,  •'
равныхъ по абсолютной величине и противоположныхъ по знаку, то 
отсюда видно, что парабола расположена симметрично относительно 
своей оси (срав. гл. Y, § 7). Такъ какъ другая ось есть безконечно уда­
ленная прямая, которая касается параболы, то изъ четырехъ вершннъ 
этой кривой три совпадаютъ съ безконечно удаленной точкой касатя 
второй оси. Очерташе параболы дано на фиг. 36.
I t
Уравнете пучка д1аметровъ параболы:
» — к ’
т.-е. есть дгаметры параболы параллельны между 
собой.
Уравнете поляры и, въ частности, касатель­
ной будетъ
УУг—Р Фиг. 36,
уравнете же нормали: у—у1 Ук
Р
. (X--X.).
Л ' Проекщя на ось X отрезка г) касательной къ кривой, отъ точки 
касатя  до этой оси, называется с или подкасательной; 
проекщя на ось X такого же отрезка 2) нормали называются субнор­
малью.
Отрезокъ, отсекаемый касательной на 
оси X, равенъ—ж,,.т.-е. субтангенсь пара­
болы дгьлится въ вершингь ея пополамъ.
Такъ какъ треугольники TA N  (см. 
фиг. 37) прямоугольный, то
A} j42 о • v .A ’N = -—jy ) или A 'N
откуда
Г
2хг’
A 'N —p,
Фиг. 37.
т.-е. субнормаль параболы равна ел параметру.
*  - . * — . * J  ’ 4'
-------
*) Этотъ отрезокъ касательной обычно называется просто касательной 
2) Этотъ отр’Ьзокъ нормали обычно называется просто нормалью.
Г Л А В А  VII.
Фокальный свойства кривыхъ 2-го порядка.
§ 1. Эллипсъ. Фокусами эллипса называются две точки, распо­
ложенный на большой оси по обе стороны отъ центра на разстояши
. c=\Ja2—Ь2 ......................................... (1)
Такъ какъ с< а, то фокусы лежатъ внутри эллипса; они служатъ 
точками перееЬчетя большой оси его и окружности, описанной изъ 
конца малой оси рад1усомъ, равнымъ а.
Величина с называется линейнымъ отношеше
ея къ большей полуоси
эксцентристпетомг эллипса. Эксцентриситета эллипса меньше 
Возьмемъ каноническое уравнете эллипса
и опред'Ьлимъ разстояте г какой-либо точки (х, у) эллипса отъ фокуса 
(с, О). Это разстояте носйтъ назвате радгуса-вектора.
г
r— \J(x—с)2-4-у2.
Исключая у2 съ помощью уравнешя (2) и пользуясь соотноше- 
тем ъ  (1), получимъ
1 , ^  .
откуда г—а— ех;  ................. ...  (3)
знакъ корня выбранъ такъ, чтобы г было положительно, такъ какъ 
х \ < а  ж е<1, въ силу чего | ех \ <а.
Разстояте отъ лЪваго фокуса получается переменой знака у с 
и, следовательно, у е .
r'=a-j-ex. . . . . . . . . . . . . .  (3()
Обе формулы ращональны относительно х.
Складывая почленно равенства (3) и (3f), получимъ
r-\-rf= 2 a ............... • ................................(4)-
т.-е. сумма радгусовъ-векторовъ каждой точки, эллипса равна его большой 
оси. Это свойство можетъ служить определетемъ эллипса.
Поляра фокуса называется директрисой эллипса.
Следовательно, эллипсъ имеетъ две директрисы
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Директрисы эллипса перпендикулярны большой оси и располо­
жены вне эллипса симметрично относительно центра.
Разстояте какой-нибудь точки эллипса (х, у) отъ директриса
X И
будутъ d.
а
е
СС I I* СЬ--- \-х, а — —
е 1 е
а
е
х, (6)
Следовательно, r \d  — e, и г ': W ............... (7)
т.-е. отношете между разстоягйями произвольной точки эллипса отъ 
фокуса и отъ соответствующей директрисы равно эксцент
§ 2. Гипербола. Каноническое уравнеше гиперболы
X
а2
Т  
b2 1 О)
отличается отъ уравнешя эллипса только знакомъ у второго члена, 
поэтому въ случай гиперболы въ формулахъ предыдущаго параграфа 
надо изменить знакъ у Ъ2. .
Такъ, фокусами гиперболы мы назовемъ точки (—с, 0), и (с, 0) где
v  С  *  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
линейный эксцентриситетъ с =  \/а24-Ъ2 (2)
Следовательно, эксцентрисиргетъ гиперболы е=  -больше единицы.
Такъ какъ е>а, то фокусы гиперболы лежать на действительной 
оси ея дальше отъ центра, чемъ вершины, т.-е. внутри гиперболы.
Они служатъ точками пересйчетя действительной оси и окруж­
ности, описанной изъ центра гиперболы рад1усомъ, равнымъ отрезку 
асимптоты отъ центра до точки пересечешя ея съ касательной въ 
вершине. ~
Директрггсами гиперболы называются поляры фокусовъ
х а (3)
Оне перпендикулярны къ действительной оси, расположены вне 
гиперболы симметрично относительно центра, при чемъ оне ближе 
къ центру, чемъ вершины.
Выражешя рад!усовъ-векторовъ точки (х, у) гиперболы черезъ 
ея абсциссу выводятся такъ же, какъ для эллипса (см. § 1).
Для правой вйтви гиперболы
и для левой г = — ех-\-а , г ' ех—а:
а. е
. . .(3 ')
• • -(4')
И СЛйдО-все эти двучлены положительны потому, что 
вательно | ех \ >а.
Те о р е ма .  Абсолютная величина разности 
каждой точки гиперболы равна ея действительной оси. Действительно, 
почленно вычитая, напримеръ, два равенства (3'), получимъ
I г—г' I =  j ех—а—ех—а I —2а.
Это свойство можетъ служить опредйлетемъ гиперболы. 
Те о р е ма .  Отлипаете междупроизвольной точки 
гиперболы от  фокуса и ото соответствующей директрисы равно 
эксцентриситету.
Доказательство такое же, какъ въ случай эллипса (§ 1).
§ 3. Парабола. Фокусомъ параболы
у 2—2рх
называется точка а директрисой поляра ея
Слйдовательно, фокусъ лежитъ на оси внутри параболы, а дирек­
триса проходить перпендикулярно къ оси внй параболы на такомъ 
же разстоянш отъ вершины, какъ и фокусъ.
Рад1усъ-векторъ точки {х, у) параболы выражается черезъ абсциссу 
ея такъ
✓
Разстояте той же точки отъ директрисы
d= x-4I
Слйдовательно, произвольная точка параболы находится на рав- 
номъ разстоянш отъ фокуса и отъ директрисы. Это свойство можетъ 
служить опредйлетемъ параболы.
. Отношеше г : d для точекъ эллипса и гиперболы равно эксцен­
триситету. Если мы хотимъ сохранить это равенство и въ случай 
параболы, то мы должны положить эксцентриситетъ параболы равнымъ 
единице. Тогда для всякой кривой 2-го порядка отношеше меоюду разг 
стоятями произвольной точки отъ фокуса и отъ соответствующей 
директрисы равно эксцентриситету этой кривой; при чемъ для эллипса 
е<1, для гиперболы е>1 и для параболы е— 1.
Если кривая 2-го порядка отнесена къ верщинй
у2= 2 p x -{ -q x \ ...........................................(4)
то координаты фокусовъ получимъ, примйняя формулы преобразовашя 
координатъ въ случай эллипса х = х '—а, у=у' въ случай гиперболы 
х=х'-\-а, у=>/. Такимъ образомъ, для обйихъ кривыхъ имйемъ:
фокусы
директрисы X Р
«(«4 -1)
5 X.
. 01.
Р
- - ( 5)
е(е—1) т 9 • • » • • * • *
въ точкй
Полагая здйсь е=1, мы получимъ для параболы одинъ фокусъ
7 ) ^» 01, а другой въ безконечности; одну директрису конеч­
ную х= - р
2
а другую безконечно удаленную.
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§ 4. Фокусы и касательный. Те о р е ма .  Kara , так  г
и нормаль кривой 2-го порядка образуюравные углы 
векторами точки прикосновенья.
Возьмемъ на кривой (4) точку А(хг, уг) (см. фиг. 38) и проведемъ 
ея рад!усы-векторы Р \А  и 1Ъ\А, а также касательную къ кривой въ этой 
точке ея (гл. У, § 9)
yyx— {p-\-6xi)xJrPxi. • (7)
о
Фиг. 38.
Докажемъ, что углы F1APl и F2AP2 
равны между собой. Изъ фокусовъ Fx и Р\ 
опустимъ на касательную перпендикуляры 
F1P l и F2P2. Для определения ихъ длинъ 
<?t и ds, приведемъ уравнеше касательной (7) 
къ нормальному виду: .
M[(p-\-qxx)x—У1У+$х£=0,
где М  нормирующ!й множитель, и подставимъ въ это уравнеше вместо 
текущихъ координата координаты фокусовъ (5)
6г=Ш Г(Р+7Ж1) Р1+в + P xi 1 >
Или 6 к *  [ ш
ех 6. Мр J >
такъ какъ q = e 1.
Съ другой стороны, рад1усы-векторы г\ и точки f o , yL) соот 
в^тственно равны: (см. § 1 и 2)
г ^хх~\~ Р(9-1-1 . ГХ еХ1~\~ Р 1
Следовательно, £
6.
или
F  Рi l i  1
F  Р2 *2 J 2M 2 
AF2P 2 подобны, и углы Fx и F2AP2
равны между собой.
Нормаль A L  образуетъ съ радауса-
ми- векторами точки А  равные углы
FXA L  и F2AL, такъ какъ эти послёдше 
дополняютъ до прямого, углы FxAPr и
F2A P 2. ,
Въ случае эллипса касательная 
есть внешняя равноделящая*) угла ме­
жду рад1усами-векторами, а нормаль— 
внутренняя (см. фиг. 39).
F.A  Л„ пр~Т, треугольники AFlPl и
Фиг. 39.
В Прямая называется внешней равнодФлящей угла, если оца дФлитъ пополамъ 
уголъ, смежный съ нимъ.
Въ случай гиперболы касательная есть внутренняя равнодйляхцая 
угла между радиусами-векторами, а нормаль—внйшняя (см. фиг. 40). 
Въ случай параболы въ Д  AJBF (см. фиг. 41). стороны AF—BF ,
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Фиг. 41.
Ртакъ какъ AF— x1-\-^ - , какъ рад1усъ векторъ точки А (хг, уг), а
ТУBF—BO-\-OF, гд4 отрезки ВО и OF равны соответственно хх и
первый но свойству субтангенса параболы (гл. YI § 6), второй, какъ 
абсцисса фокуса. Следовательно, Д  A B F  равнобедренный и д ABF=  
= ./B A F , т.-е касательная къ параболгь образуешь равные углы съ padiy- 
сомъ-векторомъ точки касангя и осью этой кривой.
§ 5. Полярное уравнете кривой 2-го порядка. Полярную ось 
примемъ совпадающей съ осью кривой и за направлете ея примемъ 
направлете отъ фокуса къ ближайшей вершине. Возьмемъ на кривой 
второго порядка y2~2px-\-qx2 какую-нибудь точку М  и построимъ ея
Тразстояшя г и of отъ фокуса и директрисы;
Тоткуда а= -; изъ чертежа (см. фиг. 42) видно, чтов
rcosg>=dx— d, где есть разстояше отъ директрисы 
точки кривой, лежащей на перпендикуляре, возстав- 
леинэмъ къ оси въ фокусе; чтобы найти dx, опреде- 
лимъ гх—въ данномъ случае ординату названной точ­
ки. Для этого подставляемъ въ уравнете уг—2px-\-qx2
Рили у2=2рх-\-(е2—1)х2 абсциссу фокуса гц—;1—рб
У
2р 2 . (е2— 1) р 2
1-ф ё ' (1 -j-e )2
2 Р
+
1
1+е ' 1-4-еV
2р2-\-ер2- р2_р \1 -\-е)  _
1-j-e
Рт. е. гх= р  и й \— ~' Подставляя значат®^ и йх въ уравнете rcos(p= dx— d,
р— тимеемъ -— rcos<p, откуда р — r— ercos<p или г  (\-\-ecosg>)=p,
или р _I (18)\-\-ecos(p
При помощи этого уравнешя можно было бы изслйдовать форму 
кривой 2-го порядка.
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Г Л А В А  VIII.
П остроен  кривыхъ 2-го порядка.
§ 1. Эллипсъ. 1. П о с т р о е в й е  э л л и п с а  по т о ч к а м ъ .  
Напишемъ уравнетя эллипса, отнесеннаго къ осямъ, и окруж­
ности съ общимъ центромъ и рад1усомъ, равными большей полуоси,
а2 ' Ъ 2 1; а . (1>
откуда а yja*—х г для эллипса и у =у/а 2—х 2 для круга
Следовательно У
Ух а
(2).
Фиг. 43.
где у и ухординаты точекъ эллипса и окружности, которыя соответ­
ствуют одному и тому же значент абсциссы х. _
Отсюда следуетъ такой опособъ по- 
строешя эллипса по точками. Опишемъ 
изъ начала координатъ две окружности 
рад1усами, равными а и i  (см. фиг. 43).
Проведемъ черезъ начало произвольную 
прямую которая пересечетъ одну окруж­
ность ви точке А, а другую въ точке В.
Опустимъ изи точки А  перпендикуляри 
A D  на ось X , а изи точки В —перпен- 
дикуляръ В С  на прямую A D . Пересе­
чете  этихъ двухъ перпендикуляровъ—
(1). Въ самоми деле,
D C  О В
т п г= ш ..............................................сз>
Сравнивая соотношете (3) съ (2), мы видимъ, что, действительно,, 
точка С принадлежите, эллипсу (1).
2. Э л л и п т и ч е с к 1 й  ц и р к у л ь  Рона .  Если 
отрезокъ постоянной длины А В  (см. фиг. 44) переме­
щается таки, что концы его А  и В  движутся соответ­
ственно по взаимно перпендикулярными осямъ Y  и 
то точка Сх лежащая на этомъ отрезе А В , опишетъ 
эллипсъ.
точка С—  лежитъ на эллипс^
[А
\
1
\ с с
V *
с
л
v \
уде \
Въ самомъ деле, проведемъ абсиссу QC  и орди­
нату В С  точки С; изъ треугольниковъ A C Q  и В С Р  
получаемъ: если А С — а, В С — Ь и <р— /САВО, то х=.а cos <р, у
Фиг. 44.
Ь s in д>,
откуда х
а
2
У
ъ ■.cos2(p-\-sin2q>, или
х
а
-2 У2 1.
На этомъ принципе построенъ эллиптическш циркуль Рона.
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Зам&тимъ, что точка С опишетъ эллипеъ не только въ томъ случай, 
когда С лежитъ между А и В, но и въ томъ случай, когда С лежитъ 
„ на продолженш АВ. Последнее свойство использовано
въ эллиптическомъ циркуле Рифлера (см. фиг. 45).о г
в /
0 ААЧ> р \
в А . : .
Ф иг. 45 .
X
§ 2 . Гипербола. 1. I I oc Tpoe Hi e  г и п е р б о л ы  
по т о ч к а м и .
Изъ каноническаго уравнешя гиперболы:
х 2
а
имФемъ У
У2 1
Ь2 ’ ................... ....................... (1)
— \jx2—а2.................а . . . . .  .( ! ')
Отсюда такое построеше (см. фиг. 46). Строимъ две прямыя 
х=Ъ и описываемъ изъ начала координатъ окружность рад1усомъ,
равными абсциссе OD той точки, которую нужно 
построить. Пусть эта окружность пересЬкаетъ 
первую прямую въ точке А; проведемъ рад1усъ 
ОА и продолжимъ его до пересЬчетя со второй 
прямой. Возста вляемъ въ точкахъ и перпен­
дикуляры соответственно къ прямой х=Ъ и къ 
оси X. Точка С пересЬчешя этихъ перпендику- 
ляровъ лежитъ на гиперболе (1).
Въ самомъ деле ВС=В'В, В 'В _  OB' А'А ОА' и A 'A= \fO A2—ОА'
откуда ВС. OB’ОА' \JOA2—OA'2.
Сравнивав это соотношеше съ (1Г), мы видимъ, что, действи­
тельно, точка С принадлежитъ гиперболе (1).
2. П о с т р о е н 1 е  г и п е р б о л ы  по а с и м п ­
т о т а м и  и т о ч к е  ея. Пусть точка А  (см. 
фиг. 47) принадлежитъ гиперболе. Проведемъ 
черезъ нее произвольный прямыя АВг, АВ2, 
АВг..., где Вг, В2 ,Вг... точки пересечешя А симп- 
тоты ОВ съ этими прямыми, и отложимъ на 
последнихъ отъ второй асимптоты ОС соответ­
ственно отрезки
АВ3... Точки В г, В 2, В 3... лежатъ на гипер­
боле (гл. II, § 4).
§гз. Парабола. П о с т р о е н о  п а р а б о л ы  по т о ч к а м и .  Кано­
ническое уравнете параболы
у2= 2 р х .................................................. (1)
показываетъ, что у, ордината какой-либо точки этой кривой, есть 
средняя пропорщональная между абсциссрй х той же самой точки
Фиг. 47.
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и удвоеннымъ параметромн параболы 2р. Отсюда такое построеше ея 
(см. фиг. 48). Отметимн толку А(—2р, 0) и проведемъ черези нее окруж­
ность, которая имела бы дентръ на оси X  
и пересекала ось Y. Возставимн въ точкахн 
В  и С пересечетя окружности съ осями X  и Y  
перпендикуляры къ соответственными осями.
Точка D пересечетя этихи перпендикуля- Л 
ровъ и будетъ принадлежать параболе (1).
Ви самоми деле, В В 2=АО.В,или, если 'обо­
значить черези х и у координаты точки D, 
то у 2—2рх.
§ 4. П о с т р о е н 1 е  к а с а т е л ь н ы х и  фИг. 48.
ки к р и в ы м и  2-го п о р я д к а .  Касатель­
ная ки эллипсу делить внешними образоми уголь между рад1усами- 
векторами точки прикосноветя пополами (гл. VII, § 4). Следовательно, 
для построешя касательной ви данной точке эллипса нужно провести 
рад1усы-векторы этой точки и затемн построить биссектрису угла, 
образованнаго одними изи этихи рад1усовъ-векторови и продолже- 
шемь другого. Эта биссектриса и будеть служить искомой касательной.
Для построешя касательной ки надо провести бис­
сектрису угла, образованнаго рад1усами-векторами точки прикосно­
ветя  (гл. VII, § 4).
Для проведешя касательныхи ки кривыми 2-го порядка вовсе 
не нужно строить предварительно кривыя. Ви случае центральныхн 
кривыхн достаточно, кроме, конечно, точки прикосноветя проводимой 
касательной, дать оба фокуса; ви случае же параболы— фоку си 
и вершину ея (см. ниже).
Построеше касательной ви данной точке кривой второго порядка 
можно также произвести, отыскивая еще одну точку, черези которую 
проходить касательная. Особенно просто построеше получается, если 
эту точку взять на оси х. ,
Э л л и п с н .  Полагая ви уравнешяхи касательной ки эллипсу
ххх уух\ 
а2 "» Ъ2
X X . -
1 и кругу paniyca ххЛ -ууг= а 2 (см. § 1) у = о , видимн, что
—а2 и для эллипса и для круга абсцисса точки пересечетя каса­
тельныхи си осью X  одна и та же, т.-е. что обе касательныхи пере- 
секаютн ось X  ви одной и той же точке. Отсюда получаеми такое 
построеше касательной ки эллипсу: построиви круги, касающШся 
эллипса ви концахи большой оси, проводимъ черези данную точку 
эллипса перпендикуляри ки этой оси, ви точке пересечетя послед- 
няго си кругоми проводими касательную и соединяеми точку пере­
сечетя этой касательной и большой оси си данной точкой на эллипсе. 
Точку на большой оси, черези которую проходить касательная можно
построить такж е
06 CL
, приним ая во в ш ш а ш е пропорщ ю
* , I
Г и п е р б о л а .  Полагая въ уравненш касательной къ гиперболе
X X
я
УУх 
Ъ2 1 у
хо, им£емъ хх —а2, или -1 а
а
х.
Абсцисса точки, въ
которой касательная встречаете ось X, можетъ быть поэтому построена 
на основаши теоремы: «хорда, проведенная изъ конца д1аметра круга 
есть средняя пропорщональная между д1аметромъ и прилежащимъ 
отрезкомъ», принимая абсциссу данной точки за Д1аметръ круга и
откладывая полуось а, какъ хорду, на этомъ 
круге отъ центра гиперболы; проектируя вто­
рой конецъ этой хорды на ось гиперболы полу- 
чимъ точку, черезъ которую проходитъ каса­
тельная.
Для построешя касательной къ параболы 
нужно отложить отъ вершины О (см. фиг. 49) 
на оси этой кривой въ направленш, противопо- 
Фиг.^ б ложномъ фокусу, отрЪзокъ СО, равный разстоя-
тю  JDA данной точки прикосноветя отъ каса­
тельной въ вершине параболы. Прямая СА, соединяющая точку при­
косноветя А  съ концомъ С отрезка СО, и представляетъ собою иско­
вую касательную (гл. VI, § 6).
Г Л А В А  IX.
Методъ координатъ въ пространств*.
1. Прямолинейная система координатъ. Возьмемъ три исходящая
изъ одной точки взаимноперпендику- 
лярныя прямыя ОХ, ОГ и 02  (см. 
фиг. 50).
Пусть дана произвольная точка
Ж; проведя черезъ Жплоскости пер-
✓
пендикулярныя къ ОХ, 0 7  и 0Z  мы 
получимъ на нихъ проекщи точки 
Ж—три точки Р, Q и Р. По самому 
построент точки Р, и опреде­
ляются единственнымъ образомъ.Если 
OX, 0 Y  и 0Z  принять за оси х), то 
точкамъ Р, Q и В  будутъ соответ­
ствовать вполне определенный координаты, которыя мы будемъ обо­
значать буквами х, у, z. Обратно, задавая значешя х, , z, мы опре- 
деляемъ на осяхъ X, У, Z  точки Р, и единственнымъ образомъ;
Фиг. 50.
!) Положительное нанравлеше оси X считается вправо, оси ¥  впередъ, оси Z  
вверхъ; въ виду этого въ Аналитической Геометрш пространства направлете угловъ 
считается положительнымъ по движешю часовой стрелки.
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проведя черезъ топки Р, Q и 11 плоскости, перпендикулярныя къ 
соответствующими осямъ, мы получимъ, какъ топку пересйнетя, 
единственную топку М.
Поэтому числа ж, у, г можно назвать координатами точки 
числа а; и у по аналогш съ геометр1ей на плоскости называются 
абсциссой и ординатой, координату z мы будемъ называть аппли­
катой точки М.Точку О мы назовемъ началомъ координатъ, прямыя 
OX., O Y , OZ—осями координатъ, плоскости, проходянця черезъ каждую 
пару осей,—соответственно координатными плоскостями XY, X Z или YZ. 
Для всЬхъ точекъ, лежащихъ на плоскости X Y, аппликата равна 0; 
такъ же для точекъ, лежащихъ на плоскости X Z  или YZ, равны нулю 
у и х. Для точекъ, расположенныхъ на оси, две друпя координаты 
равны 0. Начало имеетъ координаты 0, 0, 0.
Для построешя координатъ точки ^достаточно опустить перпенди- 
куляръ на одну изъ координатныхъ плоскостей, напр. МЛ, и изъ 
точки А —перпендикуляръ на одну изъ осей, расположенныхъ на этой 
плоскости, напр. АР.
Действительно, плоскости, проектируются точку М  на оси ко­
ординатъ, вместе съ координатными плоскостями определяютъ прямо­
угольный параллелепипедъ OPAQRB Следовательно, въ виду 
равенства противоположныхъ сторонъ параллелепипеда ОР=х, РА—у, 
AM—г. Точки А, В ж С можно разсматривать, какъ проекщи точекъ 
М  на координатныя плоскости; координаты ихъ будутъ соответственно 
(я, у, о), (ж, о, z) и (о, у, z).
Разсматриваемая система координатъ называется прямолинейной 
прямоугольной или декартовой.
Точка М  вполне определена, если даны ея три координаты: 
абсцисса о, ордината Ъ и аппликата с; следовательно, системе ур-шй
# I ‘ '
х= а . . . . (1) у—Ъ . . . .  (2) з=с . . . . . (3)
въ пространстве соответствуешь одна вполне определенная точка. 
Посмотримъ, какой геометрическШ образъ определить одно ур-ше 
этой системы. Уравнешю (1) соответствуете без численное множество 
точекъ, абсциссы которыхъ равны одному и тому же числу о; все 
эти точки расположены на плоскости параллельной плоскости
YZ  и отстоящей отъ нея на разстоянш а единицъ длины. Аналогично 
ур-нш (2) . или ур-нш (3) соответствуютъ плоскости AMCQ или BMCR, 
параллельный координатнымъ плоскостямъ ZX  или X Y  и отстояпця 
отъ, нихъ на Ъ или на е единицъ длины г). Система двухъ уравнешй, 
лапримеръ (1) и (2), определяете точки, лежагщя одновременно на 
плоскостяхъ АМВР  и AMCQ, т.-е. на прямой ихъ первсечеюя, 
которая параллельна оси Z ; точно такъ же системы ур-шй (2) и (3)
1) Въ частности уравнеше х= 0  оприд-Ьляетъ координатную плоскость' YZ, у=  
= 0 — ZX, г=0— XY.
или (3) и (1) опред’Ъляютъ прямыя СМ или ВЫ , соответственно па- 
раллельныя осямъ X  и Y2). Наконецъ, все три ур-шя (1), (2) и (3) 
определяюсь точку, лежащую одновременно на трехъ соответствен- 
ныхъ плоскостяхъ, т.-е. точку ихъ пересечешя М.
Уравнеше, не содержащее одной изъ трехъ координатъ, напр., г:
F ( x ,  у )= ,О .............................................  • (4)
i
определяетъ на плоскости некоторую кривую, но, очевидно, уравненш 
(4) будутъ удовлетворять координаты всехъ точекъ, лежащихъ на 
прямыхъ, параллельныхъ оси Z, и проходящихъ черезъ эту кривую; 
такимъ образомъ въ пространстве уравнеше (4) определяетъ цилин­
дрическую поверхность, образующая которой параллельна оси X. 
Напримеръ, урдя
у'2=2рх
%
определяюсь соответственно эллиптичесшй, гиперболичесшй и 
параболичесюй цилиндры; уравнеше 0—плоскость, парал­
лельную оси Z. Аналогично уравнешя F(y , z )—0 или Ф г)=0 опре- 
деляютъ цилиндричеемя поверхности, образующая которыхъ парал­
лельны соответственно оси X и оси Y.
§ 2. ОпредЪлеше направлешя прямой въ пространстве. Направле- 
ше прямой въ пространстве определяется тремя углами а, ft, /  этой 
прямой съ осями координатъ X, Y Z .
Те же углы образуютъ все прямыя, ей параллельныя, въ частности» 
прямая, проходящая черезъ начало координатъ. Косинусы этихъ угловъ 
cos a, cos ft, cosy  будемъ называть направляющими косинусами прямой. 
Изъ нихъ только 2 произвольны.
Возьмемъ отрезокъ ОМ—г этой прямой (см. фиг. 50) и про- 
ектируемъ его на оси координатъ .
x = r c o s a ,  у— г cos ft, . . . • . . . . (1)
Возводя въ квадратъ и складывая почленно, получимъ
x2-f-y,-j-z2= r *  (cos2 a-\-cos2 у)
' i
или, cos3a-|-cos2/9-l-cos27 = l , ....................... ...  . . (2)
такъ какъ по свойству д1агонали прямоугольнаго параллелепипеда
r 2= x 2-\-y 2- \- z i .
У г о л ъ  м е ж д у  д в у м я  п р я м ы м и .  Пусть a, ft, /  н а ', ft', у',— 
углы, образуемые двумя прямыми съ осями координатъ. Чтобы найти 
уголъ д> между ними, проведемъ черезъ начало координатъ прямыя 
ОА и OD, параллельныя имъ (см. фиг. 51). Построимъ координаты
2) Системы уравветй: 
X , Г и Z.
у<= 0 и г - 0 ,  г= 0  и х= 0, х= 0  и у —0 опред'Ьляютъ оси
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какой-нибудь точки, напр. А , одной изъ этихъ прямыхъ О А  и спроекти- 
руемъ на другую прямую OJD получившуюся замкнутую ломаную О С В А О :
пр o n  ОС В  А  О— Пр 01)О С-\- n p0J) C B + n p o j J B A + n p o p A  0 = 0  (гл.
или п р qj^O A—п р qjt)OC  I n p 0 L C B + n p 0I)B A '
Если О А — г, то n p Q jp A — r cos д>жг cos ( p = x c o s  a'-j- у  cos 0 ' - j- г  cosy*  
или на основати равенствъ (1)
г  cos <p —  r  cos a cos a' -f- г  cos A  cos -f- cos cos
и по сокращеши на г , cos <р — cos a cos a'4-cos 0  cos 0'-)-cos у  cos у ' . « # (3)
z
ч  jh fa i!1
Фиг. 52.
Если прямыя О А  и 0 1 ) взаимно перпендикулярны, <р л
2 и
cos,g>= 0. Следовательно, ycnoBie перпендикулярности двухъ прямыхъ 
представится въ такомъ виде:
cos a cos a'-j-cos 0cos 0 '-j-cosy  0 .(4)
9
§ 3. Задачи. 1. Н а й т и  р а з с т о я ш е  м е ж д у  д в у м я  т о ч ­
к а ми .  Чтобы найти разстояше между двумя точками, Мг(хх, 
и М2(х2, уг, z2) (см. фиг. 52), спроектируемъ отрезокъ MxM2—d на оси
координаты
следовательно
и также
npxMxM2= P xP2=dcos а, но —2
X х.2 wl—
d cos ft, 2
2-- - ”9  ^1^  2--~2 "1
d c o s a  « ................................. ....  . . (1)
d c o sy , .....................................( l f)■2.У2 Уз--~2 ~1
гдЪ a, ft, т—углы, образованные прямой M1M2 съ осями координатъ. 
ВозвеДемъ почленно въ квадратъ и сложимъ 3 равенства (1) и (1г)
(х2— хх) 2+(У2 —ух) Ч - t e —Sx)
dили [§ 2] (х2 —хх) 2+(% —ух) Ч-(*а —0Х)
И d: \j{x. ■Х1УМУ2 -  УхУ4г(г—‘Ч)а " J I '02
2. Р а з д е л и т ь  о т р е з о к ъ  въ д а н- 
н о м ъ  о т н о ше н и и .  Пусть дань отре­
зокъ МХМ2 (см. фиг. 53), координатами 
концовъ котораго служатъ: х,, ух, гх л х2, 
у2, е2. Положимъ, что точка (х, , г) де­
лить отрезокъ МХМ2 въ данномъ отноше-
М ,М
(2)
ш и  I, т .-е. ММ, I • Фиг. 53.
£
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Проектируемъ три точки Мг, М  и на ось ; въ силу теоремы 
объ отрФзкахъ прямыхъ между параллельными плоскостями
I,
откуда (см. зад. 2 § 2 гл. I) х
аналогично У
р гр м\ м
р р - ■ м м 2 ~~
X — хг-\~1х21+Z ’
Ух+ , е— *1'1+1 1
1г.
+1
Въ. случай
и I
внутренняго дЬлешя точка М  лежитъ на отр'Ьзк'Ь 
МгМ2 1 > 0 . Если же точка д'Ьлешя Мг лежитъ на продолженш от­
резка МХМ2, то отрезки МХМ  и ММ2 направлены въ противоположный 
стороны, и !< 0 .
§ 4. Преобразоваше координатъ. Разсмотримъ сначала два част-
z , ныхъ случая: 1) преобразоваше на­
чала и 2) преобразоваше направле- 
нШ осей.
1. П р е о б р а з о в а н 1 е  н а ч а л а .  
Пусть две системы координатъ им4.- 
ютъ разныя начала, а направлешя 
соотв’Ьтственныхъ осей у нихъ оди­
наковы (см. фиг. 54). Обозначимъ че- 
резъ х, у, 0  и х \  у', s' старыя и но- 
выя координаты точки черезъ х0, 
у0, г0 координаты новаго начала О' х) 
относительно старыхъ осей.
Спроектируемъ отрЪзокъ О'А на старую ось ОХ и на новую 
виду параллельности осей проекцш равны; следовательно,
Фиг. 54.
Въ
X ■ х0 -х'\ отсюда X--X
и такъ же ’ у--У
Z - -я1
( 1)
2. П р е о б р а з о в а ш е  н а п р а в л е ш я  осей.  Положимъ, что 
оси координатъ повернуты такъ, что новая ось ОХ' (см. фиг. 55) 
образуетъ, со старыми осями OX, OY, OZ углы «1? /?1( уг и т. д., 
какъ показываетъ таблица:
Фиг. 55.
оси X' Y' Z'
ах
4 ■
а2 а3
Y + е*
Z п 72 У г
*) Точка О' на фиг, 54 пропущена.
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Построимъ новыя координаты (х', тонки спроектиру-
емъ ломаную ОТ? Q М  на ось ОХ
прхО М =прхОР -\-прхР Q -| Q
Отсюда на основати теоремы 3 главы II, если х, у, г  старый ко­
ординаты тонки М  х = х 1 cos ах-\-у' cos а2-\-Р cos as,
и аналогинно у = х ' cos cos/?2-\-Р cos 03, ...........................(2)
2= х '  cos ух-\~У' cos у2-\-Р cos 73.
Для обратнаго перехода отъ новыхъ координатъ къ старымъ 
можно было бы написать ташя же формулы, напр.
х'—х cos аг-{-у cos cos j v . . . . . . . .  (2f)
3. Об ще е  п р е о б р а з о в а н ! e. Если новая система координатъ 
отличается отъ старой и наналомъ и направлетями осей, то мы по­
строимъ вспомогательную систему координатъ, имеющую напало въ 
ТонкЪ О', и координатныя оси О'Х", О'Г" и O'Z", параллельныя осямъ 
старой системы. На основанш формулъ (1) мы можемъ написать
X £0, • ♦
e на A
xu—rX1
y"= :X f
0 " — X1
У = У п+Уо, . £=Sff-{-£0.
Х Г COS cos/32-\-zf cos /?3
 COS Y ^ y 1 cos cos TV
Исключая yn и zu изъ этихъ уравнешй, мы получимъ окон­
чательно обшдя формулы преобразоватя координатъ:
х — х f cos аг-\-у ' cos a2-{~0r cos ccB-\-x Q 
y = x ! cos - у 1 cos /?2-f-£r eos @г~\~Уо 
z= % ' cos Y i~hy' cos cos /з^Ич)
.(3)
4. Ф о р м у л ы  Э й л е р а .  Изъ 9 угловъ, входящихъ въ формулы
(2) или (3), только 3 произвольны. Въ самомъ д’Ьл’Ь между этими 
девятью углами1 существуетъ 6 соотношешй
cos2 «j-j-cos5 (?x-\~cos2 ух= 1 ,  cos at cos a2-\-cos (?x cos /?2-J-cos yt cos y2= 0 ,
cos2 a2-j-coss /32+ c o s 2 y 2= l ,  cos a2 cos cc3-J-cos /?2 cos -f-cos y2 cos 73= 0 ,4 % , K « . *
cos2 a3-\-cos2 fi3~\~cos2 y3— l 9 cos a3 cos aL-\-cos P3 cos /?x-j-cos y3 cos у г= 0,
такъ какъ углы X'O Y\ YOZf и 
Z'OX'r прямые.
Въ виду этого Эйлеръ лринялъ за неза­
висимые три угла; именно (см. фиг. 56): углы 
<р и у ,  образуемые осями X  и X ' съ прямой 
ОW пересйчетя плоскостей X O Y  и X 'O Y \  
называемой узловой лишей, и уголъ # между
;0СЯМИ Z и Z
Возьмемъ систему координатъ такую, 
чтобы ось X t совпала съ узловой лишей OW, 
а ось Zx съ осью Z  x = x t cos ср —yt sin (p P$j
sin (p-\-yx cos <p,..(4)
V-w  — •  ы  I Фиг. 56.
5*
Строимъ теперь такую систему координатъ, чтобы ось Х 2 совпала съ X lf a Z2 съ Z
Х1=Х2, У1=2/2 cos &—z2 s n^ &r Z1 ==У2 sind'-\-Z2 cos & ................ ...  . . (5)
Перейдемъ наконедъ къ новой системе координатъ
...................(6)
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x2—xf cos гр—у ' sin гр, у2= х' sin гр-\-у'cos if>, z2= z'
Ф иг. 57 .
Исключая вспомогательный координаты, получимъ ф о р м у л ы  Эйлера
x=x'(cos (р cos гр—sin <р sin гр cos &)—у*{cos (р sin \p~\~sin (р cos гр cos #)-|-z' sin <р sin />, 
у —х'(бт (р cos гр- -^cos <р sin yi cos &)—y'{sin (p sin гр—cos <p cos гр cos &)—zf cos <p sin &, „ „ . (7) 
z= a / sin гр sin Q-^y' cos гр sin cos
§ 5. Полярныя координаты. Ц и л и н д р и ч е с к 1 я  к о о р д и н а т ы .  Для
опред4лен1я положешя какой-либо точки А  пространства (см. фиг. 57) примемъ какую-
нибудь плоскость за полярную и въ ней возьмемъ 
полюсъ О и полярную ось ОР. Опустимъ на эту пло­
скость перпендикуляръ АА* *) и соединимъ точку 
А ' съ полюсомъ. Три числа 2 = А'А, г= О А е и 
У>=Л РО А ' называются цилиндрическими коорди­
натами точки А у такъ какъ точка А  опреде­
ляется, какъ пересечете двухъ плоскостей z= ar. 
гр=с и цилиндра г=Ъ . Две последшя координаты 
г и гр очевидно представляютъ полярныя коорди­
наты точки А ' въ полярной плоскости. Поэтому 
для перехода отъ декартовыхъ координатъ къ 
цилиндрическпмъ, если полюсъ находится въ начале, полярная ось совпадаетъ съ 
осью X  к полярная плоскость съ плоскостью X Y ,  можно пользоваться формулами 
§ 4 гл. I I I
х = г  cos гр, y= rsim p , z—z ................................................... (1)
П о л я р н ы я  к о о р д и н а т ы .  Возьмемъ по прежнему полярную плоскость, 
полюсъ и полярную ось и соединимъ точку А  съ полюсомъ. Радгусъ-векторъ д=О А, 
широта—уголъ рад1уса-вектора съ полярной плоскостью <p=Z. А'О  А  ж долгота, уголъ 
между полярной осью и проекщей рад1уса-вектора на полярную плоскость гр=^/тРОА( 
называются полярными координатами.
Радаусъ-векторъ q принято считать величиной положительной; долгота положи­
тельна въ сторону вращешя часовой стрелки и пределами изменешя ея будетъ по-преж­
нему, 0<^ гр <  2 я; широта <р положительна въ направленш вверхъ отъ полярной плоскости;
она меняется въ пределахъ отъ — ~  до-{- ~
Полярныя координаты вполне определяютъ положеше точки; это следуетъ, на- 
примеръ, изъ формудъ преобразовашя прямоугольныхъ декартовыхъ координатъ въ. 
полярныя, такъ какъ они вполне определяютъ декартовы координаты точки. Пусть 
опять полярная плоскость совпадаетъ съ плоскостью X Y ,  полярная ось съ осью X, 
и полюсъ—съ началомъ координатъ. йзъ прямоугольнаго Д  АО А* получимъ z=Qsm<pP-
Г—Q COS (р.
Отсюда съ помощью уравненш (1)
x = q созгрсозгр, 2/=(> cos <р simp, z—q sincp.................... .... • . . (2)
Обратный формулы вьгведемъ, принявъ во внимате, чхо q =  \ /  x ^ y ^ z ' 2, ж 
7=  Мы получимъ
Q= tg (р= tg W= — 
\/ж2—(— х
(3>
§ 6. Геометрическое значеше уравненш. Пусть мы им*емъ не­
которое уравнеше между координатами:
F { x  у у , г ) = 0 ..........................................................(1)
1) В м есто  А ' на фиг. 57 стоитъ А .
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Дадимъ какой-нибудь координате, наир., аппликате определенное 
з начете z—h. Система уравненШ
. g=h.  ...................................... (2)
F  (х, у, h)=0.............................................(3)
определяете тонки, лежаиця одновременно на плоскости параллель­
ной координатной плоскости X Y, и на цилиндрической поверх­
ности, образующая которой параллельна оси Z, т.-е. литю пересЬчешя 
этихъ двухъ поверхностей. Если будемъ менять параметръ к, то 
плоскость станетъ перемещаться, цилиндръ деформироваться и соот­
ветственно этому станетъ перемещаться и деформироваться опреде­
ляемая совокупностью уравненШ (2) и (3) кривая; при этомъ она 
описываете некоторую поверхность. Такимъ образомъ одно уравнете 
меоюду координатами определяешь въ аналитической геометры про­
странства поверхность.
Пусть намъ даны два уравнетя
F(x, у, я)=0 . . . .  (1), f{x, у, г)=0......................... (4)
Совокупность ихъ определяете геометрическое место точекъ, рас- 
положенныхъ одновременно на обеихъ поверхностяхъ (1) и (4), т.-е. 
на лиши ихъ пересечетя. Такимъ образомъ двухъ урав­
нены между координатами определяешь во аналитической геометры 
пространства литю.
Наконецъ, совокутюсть гпрехъ уравнены между координагпами опре­
деляешь въ аналитической геометры пространства одну или несколько 
огпделъныхъ точекъ — точекъ пересечешя 3 поверхностей, опреде- 
ляемыхъ этими уравнешями.
Простейнпй случай такой системы уравненШ х=а, у=Ъ, г=с мы 
уже имели, когда устанавливали способъ определешя положения 
точки въ пространстве (§ 1). Две последшя теоремы имеютъ, конечно, 
место при томъ уеловш, что ни одно изъ уравненШ не является 
следств!емъ другихъ.
К л а с с и ф и к а ц 1 я  п о в е р х н о с т е й .  Если уравнете 
ности можегпьбыть представлено, гго освобождены отъ радикаловъ гг
дробей, содержат,ихъ текущгякоординаты, въ виде равенства нулю
многочлена относительно этихъ координатъ, то поверхность называется 
алгебраической. Все остальныя поверхности называются трансцендент- 
ными поверхностями. Степень уравнетя алгебраической поверхности 
называется ггорядкомъ ея.
Въ основу классификащи поверхностей полагаютъ ихъ уравнетя 
въ декартовыхъ координатахъ потому, что въ этомъ случае характеръ 
уравнетя не меняется ггргг преобразованы координатъ, т.-е. алгебраи­
ческое уравнетя остается алгебраическимъ, и сохраняете свою степень 
(см. гл. III § 5).
С л е д е т  в i е. Плоскость выражауравненгемъ первой 
пени, такъ какъ уравнете плоскости X Y  z=0  первой степени, и
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преобразовашбмъ координате всякую плоскость можно сделать пло— 
скостью XY.
Прямая, какъ лишя пересечешя плоскостей, определяется двумя 
уравнен1ями первой степени.
Г е о м е т р и ч е с к о е  з н а ч е н 1 е  п о р я д к а .  Поверхность п-га 
порядка пересгькается съ произвольной прямой въ п
Действительно, произвольная прямая можетъ быть сделана по- 
средствомъ преобразовашя координатъ осью абциссъ. Подставляя О, 
г—0 въ уравнеше поверхности, мы получимъ F(x, 0 0)=0 уравнеше 
п-й степени. Корни его определять п точекъ пересечешя поверхности 
съ осью абсциссъ.^
Если лгьвая часть уравненгя алгебраической поверхности, распа­
дается на мноо/с ители <р ( х ,у,г). гр ( х, у,г)—О,
то сама поверхность распадается на двгь поверхности, урав­
ненгя которым будут? <р{х, у,з)—0
и гр(х, у,г)=0.
_____ • *
Доказательство вполне аналогично такой же теоремы въ геомет-
рш на плоскости (гл. III § 5).
Пусть намъ даны две поверхности
Fi О, Ъ\ ............................... (5 )
уравнеше Fx (x,y,z)-\-qF2{x,y,z)=Q .... (6 >
определяетъ при всякомъ значеши параметра q поверхность, про­
ходящую черезъ лишю пересечешя поверхностей (5), такъ какъ- 
координаты всякой точки, лежащей одновременно на обеихъ поверх- 
нсстяхъ (5), обратятъ въ нуль и левую часть уравнешя (6). Совокуп­
ность поверхностей, определяемыхъ уравнен!емъ (6), называется
пучком? поверхностей.
Если даны 3 поверхности
Fx{x,y,z)—0, F2{x,y,z)—0, Fs(x,y,z)= 0,....................... (7)
то уравнеше Fx(x,y,z)-\-pF2{x,y,z)-{-qF2(x,yz)=0..................... (8)
определяетъ при переменныхъ параметрахър и q безконечное можество 
поверхностей, каждая изъ которыхъ проходить черезъ все обпДя 
точки поверхностей (7). Совокупность поверхностей (8) называется
связкой поверхностей.
У р а в н е н 1 е  г е о м е т р и ч е с к а г о  м е с т а  т о ч е к ъ .  ,
Найти уравнеше геометрическаго места точекъ, равноотстоящихъ отъ 
данной точки хХ! ух, гх. Обозначимъ черезъ х, у, z координаты какой- 
нибудь точки ея, а черезъ г рад1усъ. Тогда мы можемъ написать:
уДЧЧ*—*i) 2=г.(§3),
ИЛИ ' (х— хх)2-]-(у— у1У-\-{2— 2хУ = г 1.
Таково, следовательно, уравнеше сферы.
Раскрывая скобки, мы заметимъ, что оно не содероюит? членов? 
съ произведеньем? текущих? координатъ, а коэффищенты при квадра­
там х, у, z равны между собой.
л
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ГЛАВА X.
§ 1. Поверхность перваго порядка. Те о р е ма .  Плоскость есть по­
верхность l -го порядка. Докажемъ эту теорему непосредственно. Поло- 
жеше произвольно взятой плоскости 
А В С х) (см. фиг. 58) опредЬлимъ длиной 
перпендикуляра, р = О Р ,  опущеннаго на 
нее изъ начала координатъ, и углами 
а, /3, у, образованными этимъ перпенди- 
куляромъ съ осями координатъ. По- 
строимъ координаты произвольной точки 
Ж (#, у, г) плоскости и спроектируемъ 
ломаную OQBM на лишю ОР:
Щ  0рО QPM—np 0рО  ф-f  пр 0Р Q R+np 0pR M — p
или [гл. II теор. 2J х cos а-\-у cos P-\-z cos у-~р— 0.............................. (1)
Это уравнете называется нормальнымъ уравнетемъ плоскости; 
оно первой степени относительно текущихъ координатъ.
О б р а т н а я  т е о р е м а .  Поверхность 1-го порядка есть плоскость. 
Возьмемъ общее уравнете поверхности 1-го порядка.
A x + B y - \ - C z + D = 0,  ...................*(2.)
где А, В, С, D  произвольныя данный числа.
Покажемъ, что всегда существуетъ такое число М, называемое 
нормирующими множителеmz, по умножении на которое обЪихъ частей 
уравнетя (2) получается уравнете (1), т.-е.
M A — cosa, M B — cos /?, M C =cosy, M I ) = — р (3)
Такъкакъ cos2a-\-cos2^ -\-cos}y— l  (гл. VIII, § 6) или
Тб М. 1
\1 А 2-\-В24 -С 2
• • • • • (4)
Такъ какъ р существенно положительная величина, то соотно- 
ш ете M D = — p  иоказываетъ, что знакъ нормирующего множителя 
долженъ быть противоположенъ знаку свободнаго члена В.
§ 2. Различные виды уравнетя плоскости. Кроме общаго и нор-,.
мальнаго уравнешй, разсмотримъ еще уравнете плоскости относи­
тельно отргьзковъ. Обозначимъ черезъ а, Ь и с отрезки, отсекаемые 
плоскостью Ax-\r B y Jr G z - \ -D = ( ) .................................. (1)
на осяхъ координатъ. Тогда плоскость (1) пересбкаетъ координатныя 
оси въ точкахъ Л (о, о, о), В  (о, Ъ, о), С  {о, о, с). Напишемъ теперь 
услов1я того, что плоскость проходить черезъ точки А, В, С:
>) Точки А, В  и Gна фиг. 58 пропущены.
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отсюда А
yla+D =0, Bb+Jb=0, Сс
а Ь
В ~ 0;
С Вс
Подставимъ эти выражешя А, В  и С въ уравнеше (1)
В
а х-
В
-тУ— ~ z+ D = 0
или, по сокращеши на—
S* л_ JL _|_ _
а ' Ъ ^ с 1.
Это и есть такъ называемое плоскости относительно
отрезковь.
§ 3. Изсл^доваше уравнешя плоскости. Разсмотримъ теперь част­
ные случаи уравнешя плоскости (1), когда одинъ или нисколько ко- 
эффищентовъ его обращаются въ нуль.
1) Если В—0, то уравнеше (1) принимаетъ такой видъ:
Ax-\-By-\-Cz=0 и, сл^довательно, можетъ быть удовлетворено значешями: 
х=0, 2/=0 и 2= 0, т.-е. плоскость проходить начало
2) Если А —0, то уравнеше (1) принимаетъ такой видъ: Ву-}-Сг-{-В=0 
и представляетъ плоскость, параллельную оси X. ДМстви-
JC
тельно cos а=МА, а такъ какъ по усдовш  .4=0, то cos а=0  и а = 2 > т.-е.
перпендикуляръ къ плоскости образуетъ прямой уголъ съ осью X; 
плоскость и ось X перпендикулярны къ одной и той же прямой, и, 
следовательно, параллельны между собой. По аналогш при 0 пло­
скость параллельна оси Y, при (7=0—параллельна оси Z. Такимъ об- 
разомъ, если въ уравнети плоскости отсутствуешь какая-либо коорди­
ната, то .плоскость параллельна соответствующей оси.
3) Если В = 0  и А—0, то уравнеше плоскости (1) им^етъ такой 
видъ: By-}(7.2=0. Плоскость проходить черезъ начало координатъ 
(случай 1) и параллельна оси X (случай 2), т.-е. плоскость прохо-
т4
дитъ черезъ ось X. Аналогично при В = 0 и В = 0 плоскость проходить 
черезъ ось Y, при В = 0  и <7=0—-черезъ ось Z. Такимъ образомъ, если 
въ уравнети плоскости отсутствуешь какая-либо кордината и свобод­
ный члень, то плоскость проходить черезъ ось.
Если А = 0 и В—0, то уравнеше (1) принимаетъ видъ: O -f-D =0
ФПлоскость параллельна одновременно осямъ 1 и Г ;  т.-е.ИЛИ 2: С
параллельна координатной плоскости ХГ. Аналогично при А—0 и 
(7=0 плоскость (1) параллельна координатной плоскости XZ, при 
В —0 и (7=0—параллельна плоскости YZ.
5) Если А— О, В —0и В=.О, то уравнеше (1) получаетъ видъ: 0 = 0 ,  
или 2=0; плоскость должна быть параллельна плоскости Х Г и въ 
то же время проходить черезъ начало координатъ; т.-е. она сливается 
съ координатною плоскостью X Г. Аналогично при 0, (7=0 и В —О
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уравнеше (1), или ж—0, опредЬляетъ координатную плоскость YZ, а 
при -4=0, С— 0 и J)—0 уравнен1е (1), т.-е. у= О, представляетъ плос­
кость ZX .
6) Если вей три коэффищента при текущихъ координатахъ равны 
нулю: -4—0, Б = 0 , <7=0, то уравнеше (1) принимаетъ видь: D =0 или, 
по сокращенш на Д  1=0. Въ этомъ случай нормирующей множитель 
равенъ со, въ виду чего и р=оо (§ 1). Чтобы придать смыслъ этому 
уравнение, введемъ новое геометрическое поняпе—безконечно удален­
ную плоскость. Чтобы уравнетю (1) всегда соответствовала единствен­
ная плоскость, надо допустить, что въ пространства существуешь 
единственная безконечно удаленная плоскость.
Ее можно разсматривать, какъ предельное положеше плоскости, 
неограниченно удаляющейся отъ начала координатъ.
7) Наконецъ, при -4=0, В =  О, С=О, 0 уравнеше (1) предста­
вляетъ собою тождество и, следователь­
но, плоскость неопределенна.
§ 4. Разстояше точки до плоскости.
Возьмемъ уравнеше плоскости въ нор- 
мальномъ виде
х cos а-\-у cos cos у—р= 0  . (1)
и точку М  (x v, у х, вх) (см. фиг. 59). Чтобы 
определить разстояше d=MNэтой; точ­
ки отъ плоскости, проведемъ черезъ 
точку М  плоскость параллельную дан- Фиг. 59.
ной. Ёя уравнеше отличается отъ (1)
только свободнымъ членомъ x 0 - . .(2)
Очевидно, - d—p'—p.
Величину р' определимъ изъ услов1я, что плоскость (2) про­
ходить черезъ точку М  Уг> *i)
x x cos a-\-yxcos 0-{-sxcosy— . . . . . . (2')
Следовательно, d = x x cos <х-\-у1 cos P-\-ssx cos у— р .
т.-е. разстояше точки до плоскости равно лгьвой части
уравненгя плоскости съ замгьной текущихъ координатъ координатами
точки.
Полагая хх=0, ух=0, вх=0, получаемъ d = —p. Такъ какъ для 
точекъ, лежащихъ на плоскости 4=0, то отсюда следуетъ, что для 
точекъ, расположенныхъ по одну сторону отъ плоскости съ началомъ 
координатъ, разстояше d отрицательно, для точекъ же, находящихся 
по другую сторону плоскости,—положительно.
§ 5. Уголь между двумя плоскостями. Пусть даны плоскости
Ax+By-\-Cg-\-D=0 . - (1) А'х+В'у-\-О г+В'=$  . . (2)
Опуская на нихъ перпендикуляры изъ начала координатъ, мы 
получимъ уголъ, стороны котораго соответственно перпендикулярны
къ сторонамъ линейнаго угла. Следовательно, изъ двухъ смежныхъ 
угловъ, образованныхъ плоскостями, одинъ уголъ <р равенъ углу между 
перпендикулярами, а другой, внутри котораго лежитъ начало коорди- 
натъ, дополняетъ его до 180°. Следовательно (гл. VIII § 2):
cos <p~cos a cos a'-j-cos cos /?'-| cos ........... ...  (3)
где cos a, c o s 0, cosy и cos a’, cos 0 ’, co направляющее косинусы этихъ
перпендикуляровъ. Такъ какъ
co sa=M A , cos 0— M B , co sy=M C ,  
cos а '= 3 1 'А ’, cos 0 '= Ы 'В ',  co sy '= :M 'C ',
где М  и Ж'—нормирующее множители уравненШ (1) и (2), то
откуда, cos OP
cos ср =М М ' (А А ’-
А А '+ В В 'А -  С С
. .  __ «
12
(4>
Ч а с т н ы е  с л у ч а и .  1. Если плоскости (1) и (2) взаимно пер­
пендикулярны, ТО <jp: ж и c o s y — 0; отсюда условие перпендикуляр­
ности двухъ плоскостей А А ’-\-В В ’~ ] - С С '= 0 ...................................
2. Если две плоскости (1) и (2) параллельны, то параллельны 
и перпендикуляры къ нимъ, т.-е. cos 0=z±zcos 0',
COS у-- '-J-COS у',
или М 'А' М 'В>
Ч
Отсюда ycnoBie параллельности:
А  — Ё. — Я. 1
А ' В ' С *
Т.-е. плоскости параллельны, когда при соотвгът-
ственныхъ текущихъ координатахъ въ ихъ уравнетжъ
З а д а ч а .  Найти плоскость, проходящую черезъ точку (2, 1, 2) 
параллельно плоскости Ьх—6 у—17=0.
Уравнете любой плоскости (см. § 7), параллельной данной, будетъ
Ьх—%y-\-D—Q\
а такъ какъ искомая плоскость проходить черезъ точку (2, 1, 2), тб 
D = —4, и, следовательно, уравнете ея:
5х—6у—4=0.
I
§ 6. Точка пересечения трехъ плоскостей. Даны три плоскости:
А х  -\-Ву -|-О  -j-Z) = 0
А'х + В 'у -\-C'z + D ' = 0 ..... (1>
A"x-\-B"y+C"z-\-D"=0
Точка ихъ пересечешя лежитъ одновременно на всехъ трехъ 
плоскостяхъ и, следовательно, координаты ея удовлетворяютъ одно-
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временно всЬмъ тремъ уравнешямъ. Решая систему (1), получимъ 
гл. III § 2):
D В С • А --I) с А В  - -В
D' В ' С А' --В' с , А ’ В -В'
D" В" С" А"--В " С" А" В"—-D"
1
А » У — А » я — А
А В с
д = А > В' с
А" В" С"
Если детерминантъ Д  не равенъ нулю, то им'Ьютъ конеч­
ный значешя, и мы получимъ вполне определенную точку пересЬчетя.
Если Д = 0 , но изъ числителей въ формулахъ (2) по крайней 
мере одинъ не равенъ нулю, то соответственная кордината =оо и со­
ответствующая точка—безконечно удаленная. Тогда прямыя, по ко­
торыми плоскости (1), попарно пересекаются, параллельны, т.-е. все 
три плоскости параллельны одной и той же прямой, какъ боковыя 
грани призмы. Въ частности, если коэффищенты при соответственных^ 
текущихъ координатахъ въ двухъ уравнешяхъ системы (1) пропорщо- 
нальны, то две изъ трехъ плоскостей будутъ параллельны между собой.
Если знаменатель и все числители формулъ (2) равны нулю,
то координаты х, у, z неопределенны [ИХЪ то-
чекъ у плоскостей безчисленное множество; оне могутъ располо­
житься или на прямой, или на плоскости. Если система (1) опре- 
деляетъ прямую, то она состоитъ только изъ двухъ самостоятель- 
ныхъ уравнешй, т.-е. существуютъ ташя два числа и », что? 
помноживъ обе части одного уравнешя на т, а другого на и и сло- 
живъ полученные результаты, будемъ иметь третье уравнеше. Сле­
довательно, есть значешя х, у, г, удовлетворяющ!я первымъ двумъ 
уравнешямъ системы (1), обращаютъ въ тождество и третье уравнеше. 
Геометрически это означаетъ, что плоскость, определяемая третьимъ 
уравнешемъ системы (1), проходить черезъ прямую пересечешя пер- 
выхъ двухъ плоскостей. Въ частности, если коэффищенты при соответ- 
ственныхъ текущихъ координатахъ во всехъ трехъ уравненшхъ си- 
стемы (1) пропорщональны между собою, то эта прямая будетъ безко­
нечно удаленной, т.-е. плоскости (1) будутъ параллельны.
Наконецъ, система (1) определяетъ плоскость, если два уравнешя 
системы несамостоятельны т.-е. каждое изъ нихъ можно получить умно- 
жешемъ обеихъ частей третьяго уравнен in на соответственный множи­
тель. Тогда все три плоскости, определяемый системой (1), сливаются.
§ 7- Понят!е о связке плоскостей. Пусть дана система 3-хъурав-
нешй: Ах -\-Ву -\-Cz - f В  = 0  . ........................... (1)
А'х - f  В'у -j-G'z -j-B' r=0 ...............................(2)
A"x+By-lC"z4-B=<).............................. (3)
N\
уравнеше:
:р (A x A -B y + C z + D )  { A 'x + B 'y + C 'z + D ') d " x + B "y + C "z - \ - I ) " = Q ,  (4)
где р к q произвольныя числа, првдставляетъ плоскость, потому что 
она относительно текущихъ координатъ первой степени. Притомъ, 
значешя х, у, *, обращающая уравнешя (1), (2) и (3) въ тождества, 
обратить въ нуль и левую часть уравнешя (4); следовательно, при 
■всякихъ значеигяхъ р  и q плоскость (4) проходить точку перест-
чешя основныхъ трехъ плоскостей (1), (2) и (3). Совокупность плоско­
стей, проходящихъ черезъ эту точку, называется связкой плоскостей; 
а общая .точка ихъ перес4.четя—цеитромъ связки, (ср. гл. XIX § 6). 
Уравнете (4) представляетъ уравнете связки, если разсматривать 
множители р и q, какъ переменные параметры.
Если за основный уравнешя примемъ x= xl, у= ух, *=*х, то по- 
лучимъ р ( х—xL)-\-q(y—yx)-\-z—*х= 0
уравнеше любой плоскости, проходящей черезъ заданную точку 
("С 5 У\ > *l).
П р и м е р ь .  Найти плоскость, проходящую черезъ начало коорди­
ната, точку (0, 1, 0) и точку переаъчен плоскостей:
101aH-45y— 19*-f71=0 
67ж-[-21у4- 43*4-21=0 
13ж4-66г/4-179*4-92=0 
Искомая плоскость принадлежитъ къ связке плоскостей,
. ( 8)
р{Ш х-\-Щ — 19*4-71)4-2(67ж4-21у4-43*4-21)4-13ж4-6б2/4-179*4-92=0 (9) 
Параметры ри qопределимъ изъ условШ прохождешя искомой 
плоскости черезъ начало координатъ и точку (0, 1, 0). Напшпемъ эти 
услов1я: 71p-j-21g4-92=0, 45р4~21 #4-66=0; отсюда —1, # = —1. Под­
ставляя найденныя значен!я ри qвъ уравнете связки (9), получаемъ 
уравнеше искомой плоскости: — lhb или 
§ 8. Услов1е расположешя четырехъ точекъ въ одной плоскости. 
Пусть даны четыре точки
У11 с)> С®*» У 21 с)> (x 3i У si 8s) (X4i У*> с)*
Выберемъ изъ связки плоскостей, проходящихъ черезъ точку
<ж4, Ун zx)> pix—.r4)4-g(y—у4)+(0—0х )= ° ................................ (!)
такую плоскость, которая проходила бы черезъ точки (хх, уг, *х),
*2) и (хг, у3, *3), т.-е., чтобы
р (жх— )4-#(2/х— у4) 4 - (с — ^ ) = ° ............................ (2)
р(ж2—ж4)4-#(2/2—г/4)4-(^—С )=0..............................   (3)
р(ж3— ж4)4-#(у3— у 4)4-(*3— *4) = ° ......................................... (4)
Три уравнешя (2), (3) и (4) относительно двухъ неизвестныхъ
р и q должны быть совместны, т.-е. (гл. IV § 4).
* $
*г-~х х Ух--Ух 2х~- 0х
. хг-- X4 Уг~~Ух 0*~- 0х
хз~~ХХ Уг~-Ух 03~ 0 X
?
I§ 9. Задачи. 1. Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ  
3 т о ч к и .  Если координаты точки {хх, гг) въ равенстве (5) (см. § 8) 
будемъ разсматривать, какъ текушдя, то оно определяешь геометри­
ческое место точекъ, лежащихъ въ плоскости, проходящей черезъ 
точки (х2, у2, г2), (х3, у3, гг) и (х4, yit z4), т.-е. соотношете (5) предста-
вляетъ собою уравнете искомой плоскости.
2. Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ  т о ч к и  
(хг, y L, %) и (х2, у2, е2) п е р п е н д и к у л я р н о  къ  п л о с к о с т и
Ax-j—By-\-Cz—j— о .................................. (!)■
Пишемъ уравнете связки плоскостей, проходящихъ черезъ точку
Уп 8х) • P ix — x x)Jr <l ( y — y x )+ {z — z i)— ^ ............................(2)
Параметры р и. qопределятся изъ техъ условШ, что плоскость
связки (2) проходить черезъ точку (х2, у2> z2)
p(x2—xl)+q(y2—y1)+(z2—z1) = 0 . ............................(3)
#
и перпендикулярна къ плоскости (1) (§ 5)
pA-j-qB-j—O—0........................................  (4)'
Чтобы найти уравнете искомой плоскости, надо определить 
р  и q изъ уравнешй (3) и (4) и подставить въ уравнете (2).
Результата исключешя р и q изъ уравненш (2), (3) и (4) (гл. IY, § 4) 
можно представить въ виде такого детерминанта:
X -- х х
Хх~-х г
А
У — Ух
Ух— Ух
В
Таково уравнете искомой плоскости.
Г Л А В А  XI.
Прямая яь пространств^
§ 1. Системы уравненш прямой. П у ч о к ъ  п л о с к о с т е й .  Система 
уравнешй А 'х  -{-В'у-{-
А х  -\-Ву -j-Cz -j- В  = 0 ...................................... (1)
определяешь линда пересечешя двухъ плоскостей, т.-е. прямую.
Уравнете Ах-\-Ву-\- C z -\-D -\-q (A 'x -\-B 'y -\-C 'z -\-D ')= 0 ................(2)
определяетъ плоскость, такъ какъ оно первой степени относительно 
текущихъ координата, притомъ плоскость, проходящую черезъ прямую 
(1), такъ какъ обиця реш етя уравнешй (1) удовлетворяютъ при всякомъ 
значенш параметра q и уравненш (2). Следовательно, при перемен- 
номъ параметре q оно определяетъ пучокъ плоскостей (ср гл. IX § 6). 
Давая параметру q KaKia-нибудь два различныхъ значешя, мы полу-
\ ...
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чимъ новую систему двухъ уравненШ, которая вполне можетъ заме­
нить данную систему (1).
П р о е к ц  i n  п р я м о й  на  2 п л о с к  о с т и  к о о р д и н а т ъ .  Дадимъ 
въ уравнеши лучка (3) параметру q одинъ разъ такое значете, чтобы 
коэффищентъ при у обращался въ нуль, другой разъ—чтобы коэффи- 
ц1ентъ при х равнялся нулю. Определяя отсюда и мы получимъ
2 уравнешя такого вида: х = т з - \ -а , ............................   (3)
y=zn-\b............................ .... (4)
\
! Въ уравнеши (3) нетъ члена съ координатой у\ следовательно, 
оно опредёляетъ плоскость, параллельную оси Y  (гл. X § 3); аналогично,
2 уравнеше (4) определяетъ плоскость, па­
раллельную оси X; такимъ образомъ 
две плоскости (3) и (4) проектируютъ 
прямую соответственно на плоскости Z X  
и Y Z  (см. фиг. 60). Уравнешя получае- 
мыхъ при этомъ проекцШ будутъ соот­
ветственно:
• 1
x— mz-\-a, у— 0 и у=ш-\-Ъ, х ~ 0 .
Такимъ образомъ, если мы уравне- 
ше (3) будемъ разсматривать на плоско­
сти X Z ,  то оно представить проекцш 
на эту плоскость прямой (1); проекщя 
эта отсекаетъ на оси X отрезокъ ОА, 
равный а, и образуетъ съ осью Z  уголъ такой, что m— tgaL (гл. IV § 2).
Точно такъ же, на плоскости Y Z  уравнеше (4) представить проек­
цш прямой (1) на эту плоскость; проекщя эта отсекаетъ на оси Y  
отрезокъ ОБ, равный Ъ, и образуетъ съ осью Z  уголъ а2 такой, что 
tga2= n .  Такимъ образомъ коэффищенты т и п определяютъ направлешя 
^проекщй прямой и, следовательно, направлеше ея самой; коэффи­
щенты же а и & суть две первыя координаты следа прямой (1) на 
плоскости XF. Уравнешя эти несимметричны относительно текущихъ 
координатъ. .
Н о р м а л ь н а я  с и с т е м а  у р а в н е н ! й  п р я м о й .  Чтобы опре­
делить положеше прямой въ пространстве, достаточно знать коорди-
#
наты хх, yv zx какой-нибудь ея точки С, и углы а, /?, у, образуемые 
ею съ осями координатъ. Возьмемъ на прямой произвольную точку 
М  (х, у, г). Проектируя отрезокъ M C — d последовательно на координат- 
иыя оси, получимъ (гл. IX § 3) x — xx==dcos a, y — yx— d cos /?, г— cosy. (5) 
Съ передвижешемъ по прямой точки меняется параметръ d, 
т.-е. ея резйтйян1е отъ точки С; вместе съ темъ претерпеваютъ из- 
менеше и еядсоординаты: х, у, z\ такимъ образомъ система (5) пред- 
•ставляетъ параметричестя уравнешя прямой. Исключимъ параметръ d:
Фиг. 60.
Zх~ хх _У~Ух __
cos a cos cos у
» • • (6)
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Этотъ видъ системы уравнешй прямой мы будемъ называть
нормальнымъ.
Чтобы привести систему уравнешй (3) и (4) къ нормальному 
виду, опредЬлимъ въ каждомъ уравнешй z. Тогда эту систему можно 
представить въ такой форме:
х — а 
т
у— Ъ
п
0
I (7)
Вообще система уравнешй
х—хх _ 
~ М ~ ~
У—Уг
N
z—0.
Р *  + . ( 8)
называется системой уравнены съ угловыми а вели­
чины М, N  и Р,которые, очевидно, пропорщональны направляющимъ
коеинусамъ прямой,—угловыми коэффищентами.
Обозначимъ черезъ L  множитель, съ помощью котораго система 
уравнешй (8) приводится къ нормальному виду; онъ называется нор- 
Мирующггмъ множителемъ. Т о г д а
cos a— L M , cos P=LN, cos y—LP.............................(9)
Возводя въ квадратъ и складывая почленно эти соотношешя, 
получимъ cos* a-{-cosi /3-\-cos2Y = L i (M 2- \ - N i-{-P ‘i)
1 :
. . . . . . . . . .  (10)или (гл. IX § 2): L
Откуда cos а
\/МЦ-Ю-±Р2
м
COS /2:
COS у
\/M2+ N 2-\-P*
N* ♦ 
]/3P^-N2- fP 2 
Р
•(H)
^  M2-\~N2-\-P'2
Двойной знакъ здесь соответствуешь двумъ направлешямъ пря­
мой. Изъ соотношешй (11) мы видимъ, что угловые коэффигщенты 
М, N, Р опредгьляютъ направлете прямой; для этой щьли достаточно
знать не самые коэффициенты, а отношешя двухъ къ одному изъ нихъ.
С в я з к а  п р я м ы х ъ .  Если въ уравнешяхъ (8) М, N, Р будемъ 
разсматривать, какъ переменные параметры, системе (8) будетъ соот­
ветствовать безчисленное множество прямыхъ проходящихъ черезъ 
точку (a?!, yv 0 г), совокупность этихъ прямыхъ называется связкой. 
Такимъ образомъ система (8) определяешь связку прямыхъ при томъ 
условш, что угловые коэффициенты , N, Р—переменные параметры.
§ 2. ИзслЪдоваше системы уравнешй прямой. Чтобы из 
геометрическое значеше техъ случаевъ, когда одинъ 
угловыхъ коэффищентовъ прямой равны нулю, наше 
системы [(8) § 1] въ такой форме:
N
Р(х
Р(У
*i)
УгУ
■М{0
Me-
■Z 
Z,-
х ) \
г ) / ............
*• *;
■ млЫ''*’
Ф
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1. Если М— О, система (1) приметь такой видъ:
х= х У~Ух  _  *1» N Р О Ф . (2)
*7?Такъ какъ cos a—LM, то cos а— 0 и --. т.-е. система (2) пред­
ставляешь прямую, перпендикулярную къ оси X и, следовательно* 
параллельную плоскости YZ. Въ частности, если xt=0, система (2) 
переходить въ такую:
2/—х = 0 , 3—3.X Р (2[
и прямая расположена въ плоскости YZ. Аналогично системы
У—Ух
/Г» - /у>
« А/ » A/ j
~ЯГ
8- '<0 (3),
р
3 — 3 -
х—■х1
)
У_— Ух [ 
N  I
й • • • • ♦
определяешь прямыя параллельным соответственно плоскостямь X Z
и X Y .
2. Если Ж =0 и А7:=0, то система (1) приметь такой видъ:
У=Ух (5)
Прямая перпендикулярна одновременно къ о сямъ X и Y  и, сле­
довательно, къ координатной плоскости YX; т.-е. прямая (5) парал­
лельна оси Z. Въ частности, если хх=.0 и ух= 0, система (5) принимаетъ
такой видъ: ж=0, у—0 , ...........................................(5Г)
и определяешь ось Z  (гл. IX § 1). Аналогично системы
У— У1 3 = 8 Х (6), или (7)
представляешь прямыя, параллельным соответственно осямь X  или У.
3. Если М—О, N =  О, Р— 0, то система (1) состоитъ изъ тождествъ 
и прямая неопределенна.
Общгя ф о р м у л ы ,которыя будутъ выведены въ дальнейшему со­
храняешь свою силу и въ разсмотренныхь частныхь случаяхь уравнение 
прямой', следуетъ только въ этихъ формулахъ сообразно каждому 
случаю полагать равными нулю соответственные коэффищенты.
§ 3. Уголъ между двумя прямыми:
X--X-
М
у—УX
N
з—з
Р 4 1 ) ,
х— х \  ■ у— у \ ■3'
м N' Р' (2)
Обозначимъ черезъ а, /9, у углы первой прямой и черезъ а\ /?', 
углы второй прямой съ координатными осями. Тогда искомый уголъ 
<р между, прямыми представится такъ (гл. IX § 2)
cos cp— cos a cos af-\-cos ft cos у cos y '... ...  (3)>
\
ж *  ,
«- .*j a -
, cos <p
(11) § 1, получимъ
MM'-\-NN'-\-
\j M2-\-N2-\-P2 \J Mn-\-Nn-\-Pn
• • * (4)
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Въ случай п е р п е н д и к у л я р н о с т и  п р я м ы х ъ  (1) и (2)
eos<p=0 и, M W + N N + P P * = Q .  .
Въ случай п а р а л л е л ь н о с т и  прямыхъ (1) и (2) направляюнде 
косинусы равны или противоположны [(9) § 1]
LM=z±L'M',LN=dzL'N',
откуда им^емь услов1я п а р а л л е л ь н о с т и  п р я м ы х ъ  (1) и (2):
E — E — 2L
Ж' — —
Задача. Н а й т и  п р я му ю,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ  т о ч к у  
(1,—2, 3) п а р а л л е л ь н о  п р я м о й
х—2_у—1 __z-\-4:
~ Т '
\
СвязкЬ прямыхъ, рроходящихъ черезъ точку (1,
стэуетъ такая система: х— 1 у-\- 2 _z—3
2, 3), соотвЪт-
Выберемъ изъ этой связки прямую, параллельную данной:
х— 1 __у-\- 2 ___s— 3
§ 4. Задачи. 1. Н а й т и  п р я му ю,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ
Т ОЧ К И УI,#]), (,Х2' Уп
Пишемъ уравнешя связки прямыхъ съ центромъ въ точкЬ (хи yv gt):
x— xt _  y— yt _
M  —  N  —  P  ‘
Изъ этой связки выберемъ прямую, проходящую черезъ вторую
точку: X. У2--Ух__ Z1 г\Ж N Р
откуда, по исключены Коэффищентовъ М, Ж, Р, получаемъ уравнешя
искомой прямой: х —хх __У Ух Z
Х2~ ХХ У — Ух Z. Z
.(2)
Система (2) представляетъ у с л о в ! е  р а с п о л о ж е н 1 я  т р е х ъ  
т о ч е к ъ  на  о д н о й  п р я м о й  (я, у, z), {хг, уг, ег), (х2, у2, z2), если 
подъ х, у, z разуметь не текунця координаты, а координаты первой 
изъ данныхъ точекъ.
2. Н а й т и  прямую,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ  т о ч к у  (а,Ъ,е) 
п е р п е н д и к у л я р н о  къ  п р я м ы м ъ
X—X-
Мг
У— У л  3—гх п\
Nr  —  Р, * • * М ~
У— Уг 
Ж
z— z2
Р.
• • . .(2)
(а, Ь, с),
Пишемъ уравнешя связки прямыхъ, проходящихъ черезъ точку
х— а \ _ у — Ъ_z—с
~ Ж ~ ~ 2 Г ~ ~ ~ Р ~ *  * * • ................... . (3)
4
6
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Выбёремъ йзъ этой связки прямую, перпендикулярную къ пря- 
мымъ (1) и (2) (§ 3) ЖЖХ^ № Х-^РРХ—0 и MM2+ N N 2+ PP2=.0..
Изъ этихъ уравнещй можно найти отношеше угловыхъ коэффи- 
щентовъ; д'Ьлимъ на какой-либо коэффитцентъ, напримгЬръ, Р  о б А 
части каждаго изъ этихъ уравнешй.
N
Р + Рр=  0 и Ж2
опред'Ьляемъ отсюда неизв’Ъстныя (см. гл. III § В)1).
Nl А  1
* Pi жх
ж Я* Г* 1 II
fei|ftn•••р Мг Nx
Ж2 хУ2
Ж х
М2 n 2
Переставляемъ въ пропорщяхъ (4) и (5) средте члены.
ж N р
Ъ\ Рх| % Рг жх Жх Nx
N3 Р.1 Pi м 2 ж2 n 2
в
Подставляя въ уравнешяхъ (3) вместо М , N ,  Р  величины имъ
л " • '** ч ✓  •
пропорвдональныя, получимъ ypaBHeaie искомой прямой:
х — а у — Ъ
■
Z — C
Nx ‘ Р х | Р г М х \  1Жх Nx
n 2 р 2 р 3 м 2 Ж2 N2
Г Л А В А XII.
Плоскость и прямая.
1. Уголъ между прямой
х — х ъ У— Уг в Z .
Ж N Р
И плоскостью. A x - \-B y - \-C z + D = .Q .
Угломъ между плоскостью и прямой называется уголъ ср, соста­
вленный этой прямой съ проекцией ея на данную плоскость. Возставимъ 
изъ точки пересЪчешя прямой (1) съ плоскостью (2) перпендикуляръ 
къ этой последней; уголъ гр между проведеннымъ перпендикуляромъ 
и прямой (1) будетъ равенъ 90°—<р. Если черезъ а, /9, у  и а', 0 ', у
• I__ • Ф  ' '
!) Въ детерминантахъ, которые стоять въ числителяхъ формулъ (4) и (б), нёре- 
ставлены столбцы и изм^ненъ знакъ.
обозначимъ углы прямой (1) и перпендикуляра къ плоскости (2) съ 
осями координата, то (гл. VIII § 2)
- (3
— 83 —
s in  <p— cos у)—.cos a  cos a '-\-cos  /9 cos fl'-\-cos cos у 1 « • ♦ •
Отсюда, пользуясь 
получимъ •
s in  <р
формулами (3) гл. X § 1 и (11) гл. XI § 1
J
AM + BN+ CP
}/.А '+ В '+ С *  V 'l P + ^ + P 2
Въ случай п а р а л л е л ь н о с т и  п л о с к о с т и  (2) и п р я м о й ( 1 )  
<р=0, sin  ф— 0  и слйдовательно A M С Р = 0 .
Если п р я м а я  (1) п е р п е н д и к у л я р н а  к ъ  п л о с к о с т и  (2), 
то она должна имйть одинаковое направлея1е съ перпендикуляромъ
ж
къ этой последней (или ему противоположное), слйдовательно*
i •
cos a— Azcos a'; cos /3__._Lco.s ft', cos y ~ zrzc o s  y \
откуда имйемъ: Z M — z±zM A, L N = ± M B ,  L P MO.
Отсюдаслйдуетъ услов1е перпендикулярности прямой и плоскости
А
М
В
N
С_
Р
Задача 1. Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю ч е р е з ъ т о ч к у  
(—1, 0, 2) п е р п е н д и к у л я р н о  къ  п р я м о й
X 7 Н- 4
3 2 ■2.
Пучку плоскостей, перпендикулярныхъ къ данной прямой соот- 
вйтствуетъ уравнеше: Зх—2г/-|-.г-{-2)=0;
такъ какъ искомая плоскость проходить черезъ точку (—1, 0, 2), то 
2>=1, и, слйдовательно, уравнен!я ея!
'ч
Ъх—2^ /—}— ’г1~==:0.
\
Задача 2. Н а й т и  п е р п е н д и к у л я р ъ ,  о п у щ е н н ы й  и з ъ  
т о ч к и  (—2, 3, 0) н а  п л о с к о с т ь
. . * . . • х—2у—4z-\-7==0.
Уравнеше связки прямыхъ, проходящихъ черезъ точку (—2,3,0):
ж + 2  у — 3
М N
z
Р
Выберемъ изъ этой связки прямую, перпендикулярную къ дан
............  М  N
ной плоскости: 1 2 4 ’
слйдовательно, искомая прямая представится такими уравнешями
х-\-% Г-з. —2
г
4
9
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2. Точка пересЬчетя прямой
х—хх_У _ г.
И N . О ( 1)
и плоскости Ах-\-Ву-\- C?-j-D=0...................  (2)
Искомую точку пересЬчетя найдемъ, рЬшивъ совместно 3 урав- 
нен1я (1) и (2). Чтобы удобнЬе исключить неизвЬстныя, введемъ вспо­
могательное неизвЬстное s
X--X
~1Г
У— Ух 
N  .
z
р
или x = x x-\-Ms, y— yx-\-Ns, z = z x-\-Ps (3)
Подставляя эти значетя въ уравнеше (2), получимъ уравне-
Hie для s A xx \-B yx-\-Czx-\-I)-\-s{AM -\-BNr\-CP)z=0,
_ A xx-\-Byx-\-Czx-\-Dоткуда
A M + B N - \ -C P (4)
Формулы (3) и (4) опредЬляютъ координаты искомой точки пере­
сЬчетя.
Если AM-\-BN-\-CP=0, то $, а вмЬетЬ съ нимъ и х, у, будутъ
безконечно велики; точка пересЬчетя лежитъ въ без конечности, пря­
мая и плоскость параллельны.
Если Axx-{-Byx-\-Czx-\-D=.0 vl AM-\-BN-{-CP=0, . . . .  (5)
то s, x, у, z неопредЬленны; плоскость (2) и прямая (1) имЬютъ сколько 
угодно общихъ тоЧекъ и, слЬдовательно, прямая (1) расположена на 
плоскости (2); такимъ образомъ, соотношешя (5) служатъ усмтемъ 
совпаденш плоскости и прямой.
§ 3. Задачи. 1. Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ
п р я м у ю х _  У— Ух _  %м N Р (1)
и п е р п е н д и к у л я р н у ю  к ъ  п л о с к о с т и
A x + B y - \ -C z + D = Q (2)
Возьмемъ связку плоскостей, проходящихъ черезъ точку (жг, ух, zx)
Р (я—#i)+2 <У—Ух)+(.3—‘Ч)=0, • (3)
и выберемъ изъ связки плоскость, параллельную данной прямой и, слЬ­
довательно, совпадающую съ ней:
pM +qN+P—O , .......................................(4)
и перпендикулярную къ плоскости (2):
j?A-f-qB-\- С—  О (б)
Исключая изъ уравненШ (3), (4), (5) неизвЬстныя р и g (стр. 28) 
получаемъ уравнеше искомой плоскости:
х—х.
-М  ' 
А
У— Ух
N
В
z Z.
р
С
-О.
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2, Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ  топку (а, Ь, с)
и ч е р е з ъ  п р я м у ю
X X.I
И
У—Уг
N
z — z.
Р
Возьмемъ связку плоскостей, проходящихъ черезъ точку (а, Ь, с)
Р (х— «)+? (у— c)==Q, (1)
I '
и выберемъ изъ связки плоскость, совпадающую съ данной прямой,
, ' .*
. . . .  (2). р (хх—a)+g- (^ — &)+(^—с)=0 
. . р M4-qN4-P=0 .
•  . •
(3)
Исключая изъ уравнешй (1), (2); (3) и (стр. 28), получаемъ ис­
комую плоскость:
X
X-
а
а
У
У\
Ь
ъ
z
z.
с
с
И N Р
О.
3. Н а й т и  п е р п е н д и к у л я р ъ ,  о п у щ е н н ы й  и з ъ  т о ч к и
(а, Ь, с) на  п р я м у ю
х — х г у— у г
Ж N
Я--2л/ \
р
Искомый перпендикуляръ служить пересЬчетемъ двухъ плоско­
стей, изъ которыхъ одна
•>( 1
М  (х— a )-{ -N  ( y — b)-{-P  (з-— е ) = 0 .................................(1)
проходить черезъ точку (а,Ь,с) перпендикулярно къ данной прямой
а на другой
х
X,
а у  
а ' Ух
М
- Ь  
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Z .
с
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р
О........................" . (2)
расположена та же точка (а, 6, с) и данная прямая (задача 2).
• Ч • * . ' . •  ■ ‘ * •
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4. Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ  т о ч к у  
(а, Ь, с) п а р а л л е л ь н о  д в у м ъ  п р я м ы м ъ
х — х 1
М1
У -У - 8—8*
Рг • •  (1),
х — х 2 У— Уг z — z.
Ж. N . Р. • ♦ • (2)2 *' 2 * 2
4 л
Напишемъ уравнеше связки плоскостей, проходящихъ черезъ 
точку (о, Ь, с) р  (х—a)-\~q (у—b)-\-(z—с)= 0 ... . . . . . . (3)
Выберемъ изъ связки (3) плоскость параллельную прямымъ (1) и (2)*
p M i + q K + P ^ z 0 • •  • (4) и pM2+qK-{-P2= 0 ♦ • • # 5)
Исключая изъ уравнешй (3), (4), (5) р  и q (стр. 28). получаемъ 
искомую плоскость:
'X—й1 « у—Ъ Z—с
Мх. , Рг
М2 Pi
О . . . • • • (6)
Ь6
5. Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з ъ
—
п р я м у ю
X—X.
Ж,
У~Ух
А
1
А (1)
п а р а л л е л ь н о  п р я м о й х ~ х 2  — У —У г _ * — >ам. N. Р. (2)2 . т2 2г .
Возьмемъ связку плоскостей, проходящихъ черезъ точку zx)
p (x—x1)-^q(y—yl)-\-(2-z1)= 0 ; ........................... (3)
выберемъ изъ связки плоскость, совпадающую съ прямой (1)
Р А  -{-<7А  “Ь А  —0  ................................... (4)
........................... • (5)и параллельную (2) р А + ? А + А :- о  .
Исключая изъ уравнешй (3), (4), (5) р
X—х\ у—Ух z—zL
искомую плоскость: А А
*
- А А А
О. (6)
У с л о в 1 е  п е р е  сё  не Hi я 2 п р я м ы х  ъ. Если прямыя (1) и (2) 
пересЁкаются, то въ плоскости (3) лежитъ точка ихъ пересЁчетя, а, 
слЁдовательно, и прямая (2), такъ какъ она параллельна этой плоско­
сти (3). Въ частности на плоскости (3) расположена точка (х2, у2, г2) 
прямой (2), такъ что
х.* 1 VI ~2 - ~1
0.
% У2— Ух
А А Р   ^1
А А  ^ РХ 2
Это равенство представляетъ собою переоьченгя двухъ пря
мыхъ (1) и (2).
6. Н а й т и  к р а т ч а й ш е е  р а з Р т о я н 1 е  м е ж д у  п р я м ы м и
X —  Х г  у —Ух  '  — 21
м . А А (1),
X—X.
~ ж
У—У: 
Р.
z—г.
Р, (2)1 Ж'1 1 -Lr-L2 2  ^2
• f *
Искомое разстояше d равно дли н ё  перпендикуляра, опущеннаго 
изъ произвольной точки какой-либо данной прямой, напримЁръ (2 
на плоскость, проходящую черезъ прямую (1) параллельно (2).
Разлагая детерминантъ въ уравненш (6): задачи 5 по элементамъ 
первой строки, мы получймъ уравнеше этой плоскости *
А  А
А  А
(х— хЛ А  А
А  Р2 (У—Ух)+
мг а  
А  ж
(0—^ )= 0  . - (3)
откуда (гл. X  § 4), искомое разстояше
d.
*2 — ®t Ух -  Ух^2—*:
А А ' А
А А  1 А
t /  Г А  А  Г , I А  А  , ,Л,/ ЛГ I I I ЛГ Г> I -Тм2 ж I А  А
Рх А
А  А
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Г Л А В А  XIII.
Поверхности 2-го порядка.
§ 1. Основный поштя. ОбщШ видъ уравнешя поверхности 2-го
порядка такой:
Лх*-\-2Вху-\-Су^2Пх2-\-2Еуз-^Р^+2(}х+2Ну+2Ь^-К=0. . (I)
Такъ какъ уравнеше (1) вполне определится, если даны будутъ 
отношешя всЬхъ его коэффищентовъ къ одному изъ нихъ, и такъ 
какъ изъ десяти коэффищентовъ этого уравнешя можно составить 
девять такихъ отношенШ,—то поверхность второго порядка определяется 
■девятью условгями.
Напримеръ, поверхность 2-го порядка вполне определится, если 
задать 9 точекъ, черезъ который она должна проходить.
Пересечемъ поверхность 2-го порядка плоскостью X Y  (посред- 
ствомъ преобразовашя координатъ всякую плоскость можно сделать 
плоскостью XY).  Кривая пересечешя определится совокупностью урав-
нешй (1) и 2=0. Эту, систему можно заменить системой
» '
8 = 0 , A x 2-\-2B%y-\-Cy2-\-2G %-\-2H y-\-K=0  . . . . . .  (2)
Следовательно, поверхность 2-го порядка пересекается произволъ- 
-ной плоскостью по-литы 2-го порядка. Если кривая (2) мнима, то плос­
кость не встречаетъ поверхности. Если кривая (2) распадается на 
пару прямыхъ, то плоскость касается поверхности (1). .
Аналогично, точки пересечешя поверхности (1) съ осью X  (про­
извольная прямая можетъ быть сделана осью X) определяются сово­
купностью уравненШ (1), у— 0, 2 = 0  или
1 у=  0, 2=0, Ax*
Следовательно', произвольная прямая пересгъкаетъ гговерхгьость 2-го 
порядка въ 2 точкахъ. Если эти точки мнимы, то прямая не встреча- 
-етъ поверхности; если они сливаются, то прямая касается поверхности.
2. Касательная прямая и плоскость къ поверхности 2-го порядка, 
Конуеъ 2-го порядка. Перенесемъ начало координатъ въ произвольную 
точку (х0, у0, 2 0) и разсмотримъ точки пересечешя поверхности (1) и 
связки прямыхъ съ центромъ въ яовомъ начале
xr= m z \ у'=п 2' . . . . (2)
i »
Пользуясь формулами переноса начала координатъ:
■ * ‘ * •' г
Х = х '- \ - Х й, у = у 'А г У ъ , 2 = 2 '
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гд^ х, у, в и х \ у \ г’ соотв*тственно старыя и новыя координаты, мы 
преобразуемъ уравнеше (1) къ виду
А (х'-\-х0У ~ \-2Б (х '{у '-\-у^)-\-С  (у'-\-y0)2-\-2D {х’-\-х0) (У-j-^o) +  
-\-2Е(у,-\~у0') {z,^2u)-^F{z'-\-z0)'l-\-2G(x'Jr-x0)-\:-2H(y'-\-y0)-\-2I{3,-\-z())-\-Kz=(}
t
или
Ax>2+2Bx'yl-’r Oy,2+2I)x'.z'+2Ey'z'+Fz,2-)r 2 . . ( 1 ')
Г
Г Д *  т)
_G=Ax0Ву0-{-Dzq-|-G, H—Bx0-\-Cy0-\-Ez0-\-H, -Г,
F ~ A x 02-\-2Bx0y()-\-Cy02-\-2Dx0z()-\-2Ey0z0-\-Bz02-\-2Gx0-\-2F[y0-\-2lz0-\-K . (3 )
Подставляя вы уравнеше (1') х' и г/' изъ уравнений (2), мы по- 
лучимъ для опред*лешя аппликаты точки пересЬчешя поверхности 
(1') и прямой (2) квадратное уравнеше
(Am2-\-2Bmn-\-On2-\-2Dm-\-2En-\-F) zn-\-2 (Gm-\-Hn-\-I) А-\-К=А). . (4)
Отсюда снова получаемъ, что произвольная прямая перес*каетъ 
поверхность 2-го порядка въ 2 точкахъ.
Если К = 0, то одинъ изъ корней уравнешя (4) zx —О; всякая пря­
мая связки (2) перес*каетъ поверхность-(Г) въ начал* координатъ 
и точка x0,y 0,z0 лежитъ на поверхности. Если и коэффищентъ при
я' равенъ нулю Gm -\-Нп-f-1 = 0 , ........................................... (5)
то оба корня нули z1'= z2'=0, об* точки перес*чешя сливаются въ 
новомъ начал*; прямая касается поверхности. Уравнеше (5) опред*- 
ляетъ угловые.коэффивденты m и п прямыхъ, касательныхъ къ по­
верхности въ начал* координатъ. Зам*няя m и п ихъ выражешями
X г X - 01
7 “~~ Z - - * 0
« = 1 - У = л ,
А 2--20
йолучаемъ уравнеше геометрическаго м*ста этихъ касательныхъ
х— —^o_| _j _o
41 2— 20 2 — 20
или (Ах0 - f  By о -j- Dz0- f  q) (x—yQ) - f  (Bx0 +  Cy0 - f  + Я )  -j-
-\-{Dx0 - j -  Ey0 - ( -  Fy() - f -  J.) (z— z()) — 0
V ' '
—касательной плоскости.
Если точка (#0, у0, ^вы бранная за новое начало, окажется такой, что
G=0, S = 0 , 1=  0 ,................... ...  (6)
то направлеше касательныхъ нич*мъ не связано. Всякая прямая, про­
*) Легко сообразить, что K=f(xQ, у0, г0), G— |  Учу ~о)>  ^ Ту{щ, у а, г0)
«
- 1I = ^ f z (x0, Уо,‘г0), гд$ черезъ f (x ,  у, z) обозначена вся лйвая часть уравнен1я (1) 
и черезъ f 'x, f y , f s частныя нроизводныя отъ f  но ху у или z .
✓
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ходящая черезъ точку О' (х0, у0, в0) пересекаетъ поверхность въ двухъ 
слившихся точкахъ. Если же выбрать прямыя такъ, чтобы
Am2-\-2Bmn-\-Cn2-\2Dm-\En\-F=0, ....................... (7)
то уравнеше (4) обращается въ тождество, и точка пересЬчетя ста­
новится неопределенной. Въ такомъ случае, прямыя съ угловыми 
коэффищентами да, п, удовлетворяющими уравненш (7), всеми своими 
точками расположены на поверхности (!')• Съ другой стороны, все 
точки этой поверхности лежатъ на прямыхъ, которыя исходятъ изъ 
начала координатъ и угловые коэффициенты которыхъ удовлетвориютъ 
уравнешю (7), т.-е. разсматриваемая поверхность есть конусъ 2-го по­
рядка, и точка 0'(ж0, у0, ,в0) вершина конуса. Въ уравнешй (1')
0 = О, Н=0, 1 0; . . . . . . . . . .  (8)
следовательно, однородное огпносителънотекущихъ координатъ
вгпорой степени представляешь конусъ порядка,
вершингь.
Уравнеше (1) опредВляетъ конусъ, если возможно найти точку 
О' (хо, у0, 0 О), чтобы имела место система уравнешй (8).
Такъ какъ K = G x0-\-Hy0-\-Is0-\-(Gx0-\-Hy0-\-I.z0-\-K),
то система (8) принимаетъ видъ
ДячгЬЗДо+ D3o +  G=0, 
£ > х 0  - f-  С у0-(- E z q  -(- H = Q ,
iDx0-\-Ei/0-\- Fs0-\-1 = 0,
G x0 -\-Hy0 -j~ Is0 -|--K:=0.
Въ частности, если точка O' лежитъ въ безконечности, то по-
s i  7
верхность (1) представляетъ изъ себя цилиндръ.
§ 3. Центръ, д!аметральныя плоскости и д1аметры поверхности 
2-го порядка.
Если въ уравнешй (4) коэффищентъ при г' равенъ нулю
(h n + H n + I=  0 , ................ ...  ....................(5)
. /
то, на основанш теоремы о соотношенш между корнями и коэффищ- 
ентами квадратнаго уравнешя* аппликата середины хорды, соединяю-
v gfi 1 |— g t
щей точки пересечешя прямой (2) и поверхности, г '=  -1— =  0.
Урпвнетя (2) показываютъ, что и обе друпя координаты ея нули, 
т.-е. средина хорды съ угловыми коэффищентами т и и, удовлетво­
ряющими уравненш (5), лежитъ въ новомъ начале координатъ.
* • %
Если уравнеше (5) исчезаетъ тождественно
G = О, Н = 0, 1=0, . . . . . . . . . . .  (6)
то направлеше хорды ничемъ не связано; всякая хорда, проходящая 
черезъ новое начало, делится въ немъ пополамъ. Такая точка, въ ко­
торой делятся пополамъ все проходяшдя черезъ нее хорды, назы-
вается центромъ поверхности 2-го порядка. Следовательно, координаты 
центра определяются треяя уравнеш.ями (6)
Ах о -\-Ву0 -f-Ds0 -f~ G =0,
Вое о С у0-\- Ez0 -f-Н = 0 , ............... • • • • • (6f)
Dxo-\-Ey0-\-I<£0-{^I=0.
, I I .
• Такимъ образомъ, у поверхности 2-го порядка существуешь, вообще 
говоря, единственный центръ.
Если поверхность отнесена къ центру, т.-е. новое начало коорди- 
натъ находится въ центре, то уравненге гговерхности не содержишь 
членовь сь первыми степенями текущих» координать.
Плоскость, проходящая черезъ центръ, называется дгаметралънои 
плоскостью; прямая, проходящая черезъ центръ, называется д1аметромъ. 
Отсюда сл'Ьдуетъ, что две д1аметральныя плоскости пересекаются по 
д1аметру и черезъ два д1аметра проходитъ д1аметральная плоскость.
Уравнете связки д1аметральныхъ плоскостей будетъ
^ •
т (Ax+By+Dz+G)+n {Bx+ty+Ez+H)+{Dx+Ey-\-Fz+I)=& , . (9)
центромъ этой связки д1аметральныхъ плоскостей служитъ центръ 
поверхности (1).
Такъ какъ д1аметръ можно определить, какъ пересечете двухъ 
Л1аметральнщхъ плоскостей, то связка д1аметровъ представится такой 
системой уравнетй
. т {Ах-\ By-\-Dz-{-G)-\-n (Bx-\-Cy
т\Ах -\-By-\-Bz бг) ' (Bx-\- C y + E z  ±  H )+ {B x -\-E y -\-F z+ I)-.
где m, m', n, n'-
где
-0,
0, (10)
-произвольные параметры.
\ 4. Класснфикащя поверхностей 2-го порядка. Определяя 
(6') координаты центра, получимъ (см.' гл. IY, § 4)
изъ
Xо
G В  В • А  — G В А В  — G
П С Е В —Н Е В  С —н
I  Е  F
■г. . *
л ш  -----------
В  —I  F  
♦
/ У  -----------
В  Е  —I
А *Уо— Д 5 0^----------- Д (11)
Д
А В  В  
В-С  Е
4
JD Е  F
(12)
. • » • - - • . . - • V . • :
1- й с л у ч а й .  Если Д^Д), то координаты центра имеютъ ко­
н е ч н ы й  з н а ч е н 1 я .  Поверхность имеетъ центръ въ конечной части
пространства и поэтому называется центральной. Въ частности, если и
4 • . . . . ' ' , # • *  ' *
К = 0, она представляетъ собой конусъ; центромъ конуса служитъ его 
вершина (гл. XIX § 2).
2- й с л у ч а й .  Если Д = 0  и хотя бы одинъ изъ числителей не 
равенъ нулю, то до, крайней мере одна координата центра имеетъ 
бе з к о н е ч н о б о л ь  ш о е значете; центромъ поверхности служитъ
безконечно-удаленная точка. Тамя поверхности называются парабо­
лоидами. Такъ какъ вей д!амегры проходятъ черезъ центръ, то есть 
дгаметры параболоида параллельны и есть плоскости
ил лелъпы одной и той оюе прямой.
3-й с л у ч а й .  Вели знаменатель и вей числители равны нулю, 
то координаты центра имйютъ н е о п р е д е л е н н ы й  з н а ч е н 1 я ;  здесь 
могутъ быть два случая (см. гл. X § 6).
1) Система уравнешй (6') определяешь прямую, т.-е. она содер­
жишь только два самостоятельныхъ уравнешя. Въ этомъ случае роль 
центра играешь прямая, называемая осью. Не трудно показать (см. гл. V 
§ б), что во всякой плоскости, проходящей черезъ ось, лежать две 
прямыя, параллельный оси, все точки которыхъ принадлежать по­
верхности. Следовательно, поверхность есть геометрическое место 
параллельныхъ прямыхъ. Такая поверхность называется цилиндромъ. 
Осью можешь служить и безконечно удаленная прямая.
Въ частности, поверхность можешь 
распадаться на пару пересекающихся 
мнимыхъ или 1 действительныхъ пло­
скостей.
2) Система уравнешй (6') опреде­
ляешь плоскость; изъ этихъ трехъ ура­
внешй только, одно самостоятельно. Роль 
центра въ этомъ случае играетъ пло­
скость и поверхность распадается на пару 
плоскостей, параллельныхъ этой плоско­
сти и проходящихъ на равномъ отъ нея
■Г.
разстоянш.
Действительно, если тонка А  {см. фиг. 61) 
лежитъ на Поверхности, то поверхности принад-
лежитъ и любая точка В  плоскости, параллельной плоскости центровъ и проходящей 
черезъ точку С такъ, что иерпендикуляръ на плоскость АО=ОС, где О точка, при­
надлежащая геометрическому месту центровъ.
АО'Изъ подоб1я / \А О О г и / \А С В  следуетъ -  ~
-4.1)
АО
АС , т.-е. средина хорды А В
лежитъ въ точке О', и, следовательно, А  ж В  две точки перес^чешя прямой А В  съ 
поверхностью. Такъ же покажемъ, что плоскость, проходящая черезъ точку А  парал­
лельно плоскости центровъ, принадлежишь поверхности.
f v . Ф  ■
Детерминантъ Д  (12), отъ которой зависишь видъ поверхности, 
называется дискриминантомъ.
* ’ _ > Ч •’
§ 5. Каноничесшя уравнешя центральныхъ поверхностей, элли- 
птическаго и гиперболическаго цилиндровъ. Подобно кривымъ 2-го 
порядка (гл. У § 7) и поверхности 2-го порядка всегда имйютъ 
глатыя направленгя, т.-е. ташя, что хорды параллельный эуимъ 
направлешямъ, делятся пополамъ перпендикулярными къ нимъ 
плоскостями. Какъ и въ случай кривыхъ второго порядка, если 
оси координатъ имйютъ главныя направлешя, то уравнеше по-
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верхности не содержитъ членовъ съ произведешями текущихъ 
координатъ.
•ч
Перенесемъ кроме того напало координатъ въ центръ поверхно­
сти; тогда уравнеше поверхности не будетъ содержать и членовъ съ 
первыми степенями текущихъ координатъ и, следовательно, приметь
такой видъ A x 2-\-C y i-\-F z'i- \ - K = 0 .......................................... (1)
Оси координатъ въ этомъ случае называются осями поверхности. 
Не трудно заметить, что оне делятъ пополамъ все перпендикулярныя 
къ нимъ хорды. Действительно, уравнеше (1) содержитъ только ква­
драты текущихъ координатъ и, следовательно, одинаково удовлетво­
ряется координатами (х, у , г) и (—х ,  — у , z).
Разсмотримъ сначала те случаи, когда одинъ изъ коэффищен- 
товъ А , , С, F  или К  равенъ нулю.
I. Если 7Г= 0, то уравнеше определяетъ конусъ (§ 2).
1) Если все коэффищенты А, С и положительны, то уравнеше (1) 
удовлетворяется только одной группой действительныхъ значёнШ: 
х=0, yz=z0, г=0 и, следовательно, определяетъ мнимый конусъ съ вер­
шиной въ начале координатъ.
2) Если не все коэффищенты А, С  и F  одного знака, то, умно­
жая на —1, можно сделать два изъ нихъ положительными; третШ
1 1  1
тогда будетъ отрицателенъ, мы положимъ А — — , 6*= — , F = — —, 
и уравнеше (1) приметъ такой видъ:
Уравнеше это определяетъ (действительный) конусъ съ вершиной 
въ начале координатъ (§ 2), отнесенный къ его осямъ. Въ случае 
о=Ь уравнеше (2)
определяетъ круглый конусъ.
II. Положимъ теперь, что одинъ изъ коэффищентовъ при теку­
щихъ координатахъ, напр., F  равенъ нулю. Тогда _уравнеше (1) при- 
нимаетъ такой видъ: A x2-j-Cy2-{-JT=0 . . . . . . . .  . . . (3)
Въ главе VI (§ 1) мы видели, что это уравнеше можно при-
• . • **
/^ 2 у2 /^ 2 ^2
вести къ одному изъ двухъ —2-\-у2=1  . (4) цлк  —2 — р —1 . . . (5)
« * * •  * . • * . .
Уравнешя (4) и (5) определяютъ соответственно 
(ем. фиг. 62) и гиперболическгй (см. фиг. 63) цилиндры (сравн. гл. X, § 1). 
Если а=Ъ, уравнеше (4) имеетъ такой видъ: х*-\-у%= а 2, и опреде­
ляетъ круглый цилиндръ.
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Положимъ, теперь, что ди одинъ изъ коэффищентовъ А, С, 1\ К  
не нуль; д'Ьлимъ o6i> части уравнешя въ (1) на —К:
1) Если воЪ коэффищенты А, (7, F, К  одного знака, то уравнеше 
определяете мнимую поверхность второю ч такъ какъ не су ще-
Фяг. 62. Фи .
ствуетъ группы д'Ьйствительныхъ значешй х , у , z , удовлетворяющихъ 
уравненш. Будемъ считать А "<0.
2) Если .4 > 0 , (7>0, F >  0, то мы можемъ положитьКА
у  _
Ъ'\ =  с2, и уравнеше (6) принимаете сл'Ьдуюшдй видь:
а*
С F
х±  +  У ' + - = \
а 2 ‘ Ь2* с2
Это—каноническое уравнен!е эллипсоида.
3) Если А :> О, С > 0  и F < 0, то мы можемъ положить КА
К
С ь*
к
F с2, и уравнеше (6) принимаетъ такой видъ:
X2 . у 2 2 _
а 2 ‘ Ъ2 с2
Это—каноническое уравнеше однополостнаго гиперболоида.
jST4) Если А > 0 ,  С > 0  и F>0, то мы можемъ по дожить
К
С ъ\
■к
F
А
с2, и уравнеше (6) принимаетъ такой видъ:
х
а
У
Ъ +
г
1 ИЛИ - ,  +  ттО1 1 h‘
2 
Ъ2 Z 2 1. •  •1 ' • ‘
Это—каноническое уравнеше двуполостнаго гиперболоида.
§ 6. Каноническая уравнешя параболондовъ я параболическаго 
линдра. Дадимъ координатнымъ осямъ главныя направлешя и п
СО
■а
(8)
= —а 2
(9)
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несемъ
Н=0,
начало координатъ въ точку: такъ, чтобы
Ж=0. Тогда уравнеше поверхности приметъ такой видъ:
Ах*-\- Су4 - jP>j+ 2  Г,=0,«  •  9  •  «  • (1)
где мы положимъ 1<с0; въ противномъ случай, мы изм'Ьнимъ напра- 
влеше оси Z  (сравн. гл. VI § 5 ). Если уравнеше опредЪляетъ пара­
болоиду то дискриминантъ долженъ обратиться въ нуль.
Л
А О О 
О С О 
О О
A CF,
следовательно .4(74=0.
I. Если -4=0 или (7= 0, то уравнеше (1) не содержитъ коорди­
наты х  или у и определяете следовательно, цилиндръ. Напримеру 
при -4=0 уравнеше (1) принимаетъ такой видъ:
• • ............................* • (2)2-
где р I F
У‘— 2рЗ-\-у22
С С
01__ X
Если рф0, то мы имеемъ уже разсмотренные
(§ 5) случаи эллиптическаго и ци-
линдровъ (см. гл. VI § 5); если же д=Ю, то уравнеше 
(2) у7=2рг определяетъ пара цилиндръ (см*
фиг. 64),- образующая котораго параллельна о си Х 1)..
И. Если 4 = 0 , то ypaBHeHie (1) после делешя 
на—I  приметъ видъ:
х
Фиг. 64.
I +
У
I • • ' ♦ (3)
4 С
Тутъ могутъ быть два случая.
г
1) Если ^4>0, (7>0, то мы можемъ положить
I I
А -Р, С q
. с
где j3>0, q>0; уравнеше _ V р~*~ q
■22 (4)
есть каноническое ypaBHeHie эллиптическаго параболоида.
- I  —  I2) Если 0 и <7<0, то мы можемъ положить . А -Р, С
22 .где р > 0 , 0, и уравнен1е
есть каноническое ypaBHeHie гиперболическаго
х-
Р
1
q
q,
(5)
§ 7. Форма конуса второго порядка. С е ч е ш е  конуса  произволь-
.ной плоскостью.  Пересекая конусъ второго порядка—j + n -----2а о с о
координатными плоскостями, имеемъ для плоскости X Y  — 2  =  0;
*) На фиг. 64 изображенъ цилиндръ у*=2рх.
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х
а
>2
.+ |= о ;  rz X о, гb2
0
2 0; Z X  — у — 0,
х 2 0
2 0. т.-е. коор-с* ' " ' а* с
динатныя плоскости пересекаютъ конусъ 2 го порядка по паре прямыхъ, 
при чемъ плоскости X Z  и YZ  пересекаютъ конусъ по дЪйетвитель- 
нымъ прямымъ, а плоскость X Y  по мнимымъ; последняя имеетъ съ 
конусомъ одну общую действительную точку — начало координатъ. 
Сечешя конуса плоскостями, параллельными координатнымъ длоско- 
стямъ определяются уравнешями:
г h X2 у2а ? ' ¥ 1
z
й2
72 (1); х  =
У
Ъ2+
02 К
а 2 (2) ;
h Xа1 +
х h
У h
z
с
0
г
1
-\ь'
у_
V
X
а1
1 , гдЪ аг
1 , гдЬ сг
1 , гд'Ь с
ah
с
ch
а
ch
:т
V
V
а
х z 
bji
С
Ыь
а
ah  
~b
+
0
2
/г2~  илио1
(1)
(2)-< •
(3), т.-е.
Фиг. 65.
плоскости параллельныя плоскости X Y  пересекаютъ конусъ по по- 
добнымъ эллипсамъ, а плоскости, параллельныя двумъ другимъ ко­
ординатнымъ плоскостямъ, пересекаютъ конусъ по ги- 
перболамъ, при чемъ размеры сечешй съ увеличешемъ
’ ■ ft
h растутъ (см. фиг. 65).
> I *
Если а =  Ъ, то конусъ переходить въ т. н. круг­
лый конусъ, и сечешя параллельныя плоскости Х 7  
переходятъ въ круги.
Нокажемъ теперь, что все кривыя второго поряд­
ка могутъ быть получены сечев1емъ круглаго конуса, 
чемъ и объясняется данное имъ въ древности назва- 
Hie коническихъ сечешй, Заметимъ прежде всего, что проекщей 
эллипса будетъ всегда эллипсъ (въ частномъ случае кругъ), проек­
щей гиперболы — гипербола, параболы — парабола. Поэтому теорема 
наша будетъ доказана, если мы покажемъ, что проекция плоска- 
го сечешя круглаго конуса на плоскость X Y  можетъ иметь форму 
любой кривой второго порядка. Не нарушая общности разсуждешй 
плоскость сечешя можно выбрать перпендикулярно плоскости XZ\ 
ея уравнеше можетъ быть представлено въ виде z=7cx-\-m, где 
есть угловой коэффищентъ сечешя плоскости X Z  данной плоскостью. 
Для определешя проекцш сечешя конуса этой плоскостью на плос-
QQ& 41 ^
кость X Y  исключаемъ г изъ уравненШ —2 -{- — z с\О ис2 0 кх - f  Ш]1 Зйг '
получимъ ^  - f  |з кх  +  m  \ 2 О или х 2 1а
Г Л , у 2
I 7,2
2 кт х т 2
0:
Эта проекщя будетъ эллипсомъ, гиперболой или пароболой въ зави­
симости отъ того, будетъ ли дискримйнантъ старшихъ члевовъ
D 1а
Р
л2
1_
г»2 0; D > 0 ,  если к
с- ,  D <  о, если
а
к
с-  иа
>
\
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D — О, если к - • Н о  - есть абсолютное значеше угловыхъ ко-а а
Оо 'llеффищентовъ (уЬченш конуса —5-(-
а
2 
Ъ2 -5 = 0  плоскостью XX:с2
*v
ж
а
О, или жа
я
с
ж . г 
а ' с
О, откуда з с-а
Такъ какъ уголъ между слЬдомъ секущей плоскости на плоскость 
XX и осью X дополняетъ до прямого уголъ между этимъ сл'Ьдомъ и 
осью X конуса, то плоскость пересЬкаетъ конусъ по эллипсу, гипер- 
болЬ или параболЬ въ зависимости отъ того, перес'Ькаетъ ли она ось 
конуса подъ утломъ болыпимъ, меныпимъ или равными углу наклона 
къ оси образующей конуса. Въ послЬднемъ случаЬ, т.-е. въ случай 
сЬчешя по пораболЬ, сЬкущая плоскость должна быть параллельна 
одной образующей (и только одной); въ случа'Ь эллипса она перес'Ь­
каетъ всЬ образующая; въ случаЬ гиперболы — параллельна двумъ 
образующимъ.
8 Форма эллипсоида. Уравнеше эллипсоида (§ 5)
х1 ± у ± + 31
а 2 ' Ь2 ' 21 •(1)
1. Сумма трехъможно написать въ такой формЬ: -f- -f- ^
положительныхъ чиселъ равна 1; слЬдовательно, каждое изъ нихъ
а / „\2 / «\а
з
с
( х
\ а 1,
У_
ъ 1■ ш s£Sl, откуда | ж | ^ а ,  Iз j^е .
Эти неравенства показываютъ, что, прямоугольный параллеле- 
пипедъ образованный тремя парами плоскостей х = а ,х = —а,у=Ъ,у=—Ь, 
з=с, з =  —с будетъ заключать внутри себя эллипсоидъ (1). Отсюда 
вытекаеть, что эллипсоидъ представляешь замкнутую поверхность.
С Ь ч е н 1 е э л л и п с о и д а  к о о р д и н а т н ы м и  п л о с к о с т я м и .  
Лишя пересЬчешя плоскостью ХУ, опредЬляется системой уравнешй
(1) и з = 0 ,  или з = 0  и: х 2 , у3 а2 Ь2 1 (2)
Эти два уравнешя въ совокупности опредЬляютъ эллипсъ. Анало­
гично уравнетя у. х 2О и
а 1 с1
1 ИЛИ X: О и У-  +  -  U 62 +  с* 1
опредЬляютъ кривыя сЬчешя эллипсоида (1) координатными плос- 
космми XX и YZ. Всгь три координатный плоскости 
эллипсоидъ по эллипсамъ.
C b n e H i e  п л о с к о с т я м и  п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а т ­
н ыми .  Лишя пересЬчешя плоскостью параллельной плоскости Х Г  
опредЬляется совокупностью уравнешй з = К  и (1) или з= Н  и:
х
аi +
t .
b2 1
h2
(3)
k
На плоскости X Y  это уравнеше опредйляетъ проекцш на эту 
'координатную плоскость кривой с&чешя; она тождественна съ самой 
кривой, такъ какъ обе лежать въ параллельныхъ плоско стяхъ. Деля
обе части уравнен1е (2) на , мы получимъ
где
a ’ = a S j
ап ' 6'2 1, (4)
1 h . (5) и Ъ'= h • (6)с у с
Уравнеше (3) определяетъ эллипсъ съ полуосями о' и &г. Раз-
' а т.-е. полуоси эллип-Сид'Ьлимъ почленно равенство (5) на (6): Ъ
совъ (2) и (4) пропорщональны; таше эллипсы подобны, они им'Ьютъ 
одинаковое очертаще и отличаются только размеромъ; следовательно, 
плоскости, параллельныя координатной плоскости X Y , разсйкають 
оллипсоидъ по подобнымъ эллипсамъ х).
W ■
~2<0, или \h \c c ,  то эллипсъ (4) мнимъ. ЕслиС
то уравнен1е (3) имеетъ такой видъ: +  = о, откуда ж=0 и у= О,
Е ели 1
а
z=±zc. Следовательно, плоскости, параллельныя плоскости X T  и от- 
стоящ1Я отъ нея на разстоянш с касаются эллипсоида (12) въ точкахъ 
<0, о, е) и (о, о,—с).
Совершенно те же результаты получимъ, если будемъ пересе­
кать эллипеоидъ плоскостями, параллельными двумъ другимъ коор- 
динатнымъ плоскостямъ X Z  и YZ, такъ какъ въ уравнеше эллипса 
координаты х, у, г входятъ равноправно. Такимъ образомъ плоскости’, 
параллельныя координатнымъ плоскостямъ, переегькаютъ эллипеоидъ по
.эллипсамъ (мнимымъ или действительнымъ) 2).
Т о ч к и  п е р е с е ч е н 1 я  э л л и п с о и д а  съ о с я ми .
Если положимъ у=0, z=0, то изъ 
уравнешя (1) найдемъ х=±:а. Это зна­
чить, что ось X пересекаетъ эллипсо- 
идъ въ двухъ точкахъ: (а, о, о) и (—а, 
о, о). Аналогично этому, оси Г и Z  пе- 
ресекаютъ эллипеоидъ соответственно 
въ точкахъ: (о, Ъ, о), (о,—Ъ, о) и (о, о, с),
(д, о, — с). Все эти шесть точекъ слу- 
жатъ вершинами эллипсоида (ср. гл. YI,
§ 2); разстояшя между каждой парой со- Фиг. 66.
ответственныхъ вершинъ, т.-е. 2а, 2Ь, 2с,
представляютъ длины осей поверхности. Обычно принято полагать 
а>Ъ>с\ видъ эллипсоида см. на фиг. 66. 1
1) Вообще поверхность второго порядка разеЬкается параллельными плоскостями 
ио подобнымъ кривымъ второго порядка.
, ?) вообще элдидсоддзь <$чртся плоскостями, только по эллипсамъ.
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Въ частномъ случай, когда а = Ь > с ,  уравнете х2-\-у2+
в2 1/ • ' * * а‘ ■ сЛ %
опредйляетъ слюснутый элипсодеЭта поверхность можетъ
быть получена отъ вращ етя эллипса около его малой оси. Осью вра­
щения служить ось Z\ плоскости, перпендикулярный къ оси разсй- 
каютъ этотъ эллипсоидъ по кругамъ.
Въ случай а>Ъ=с ypaBHeHieх + У2+
г2
1 опредйляетъ вы-
вращешя эллипса
а- ■
тянутый эллипсоиде вращенгя, получаемый отъ 
около большой его оси.
Наконецъ, въ случай а=Ъ=с уравнете опре­
дйляетъ сферу, слйдовательно, шарь есть частный случай эллипсоида.
«. •
§ 9. Форма однополостнаго гиперболоида. Уравнете однополостнаго
гиперболоида (§ 5) X2 , у г 
а2 ' Ь2
в 1 (1)
С й ч е ^ е к о о р д и н а т н ы м и п л о с к о с т я м и .  Съ координатной 
плоскостью X  Тоднополостный гиперболоидъ даетъ въ ей чети  эллипсъ,
опредйляемый уравнетями ^=0, —-J-p 1; съ плоскостями же X Z
х в
1 и х ■0 У-  ’ Ь2
в 1.и Y Z —  гиперболы, у =  0, а ‘  с -  ■ о- с
С й ч е н г е  п л о с к о с т я м и  п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а т -  
нымъ .  Л и т я  переейчетя плоскостью параллельной плоскости X T  
опредйляется уравнетями (1) и в=К или
яг-
а2 1 63 1 +  -  ^  с2 • • # • ♦ . • •
На плоскости ХУ, уравнете (2) опредйляетъ проекцш линш 
переейчетя. Его можно представить въ видй
гдй а '= а и
ж» у»
ап ‘ Ьп
h2
1 ..(3)
Это — уравнен1е эллипса; слй-с ‘  .  х  ■  с ‘
довательно плоскости( проведенныя параллельно координатной плоскости 
XT, разстъкаютъ однополостный гиперболоида по эллипсамъ.
Мнимаго ейчешя здйсь не можетъ быть, такъ какъ двучленъ, 
стоящШ подъ знакомь радикала въ выражешяхъ а' и Ъ\ всегда положи- 
теленъ. Слйдовательно, однополостный гиперболоидъ (1) уходить вдоль 
оси Z  по обоимъ направлетямъ въ безконечность. Въ частности при 
h= 0 и а!— а, Ь'=Ъ, мы получаемъ в^ ейчети плоскостью X Y  наименытй 
эллипсъ, который называется горловымъ эллипсомъ.
Л и тя  переейчетя плоскостью параллельной плоскости YZ  опре­
дйляется совокупностью уравненШ (1) и x= Jc  или х= 1с  и;
у_
Ъ2
в 1 В
а
. (4>
99
На плоскости YZ уравнеше (4) определяетъ проекщю на 
плоскость кривой сЬчетя, вполне съ ней тождественную (см,
/ к2 ‘Д'Ьлимъ обе части уравнешя (4) на 11
эту
8).
У з
Ь2 1 ка2 1
к2
2
1* • • ■ • • • • • . ♦ (5^ )
а
это уравнеше определяешь гиперболу. Если |7с|<а,то1
к2
а > 0  идМстви-
тельной осью гиперболы (5) служить ось Т 1), а у проектируемой кривой
v  одействительная ось параллельна оси Y. Если | к \ > а , то 1 а
и гипербола (5) им4>етъ действительной осью ось а у кривой се-
чешя действительная ось параллельна оси Z. Наконецъ, при 1— 0а
уравнение (4) У 02 0 определяетъ пару прямыхъ; следовательно,
плоскости X
1 ы
V/,,
\ I
\
\
/I II
Л Г ’ ' \Г  Т ^  ip
I
\
= ь  аразсекаютъ гиперболоидъ (1) по паре прямыхъ. 
Разсекая гиперболоидъ плоскостью, па­
раллельною плоскости X Z , мы получимъ 
тотъ же результату такъ какъ коорди­
наты х и у входятъ въ уравнеше (1)
равноправно. Такимъ образомъ въ
нги однополоетнаго гиперболоида пло
стями, параллельными плоскостямъ
и XZ, получаются гиперболы и, въ част­
ности, пара действительных о прямыхъ.
Т о ч к и  п е р е с е ч е н 1 я  съ  ося-  
м и. Если положимъ х= 0  и  у=0, то 
изъ уравнешя (1) найдемъ: s=.±ci, т.-е. 
ось Z  не пересекается съ однополост- 
нымъ гиперболоидомъ. Аналогично по­
лучимъ, что оси X  и Y  пересекаютъ ги­
перболоидъ соответственно въ точкахъ:
(а, о, о) и (—а, о, о), (о, Ъ, о) и (о,—Ъ, о).
Такимъ образомъ у однополоетнаго гиперболоида две действитель- 
ныхъ оси и четыре действительныхъ вершины; одна ось (ось мни­
мая. Видъ однополоетнаго гиперболоида такой, какъ на фиг. 67.
I
\
Фиг. 67.
Въ случае а =  Ь уравнеше
полостный гиперболоидъ вращенгя.
х г-\-у 
а2
з = 1  определяетъ одно-
1) . Въ каноническоиъ уравневга гиперболы знакъ плюсъ находится при квадрат1]» 
той текущей координаты, которая соответствуешь действительной оси гиперболы.
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§ 10. Форма двуполостнаго гиперболоида. С е ч е н 1 е  к о о р д и ­
н а т н ы м и  п л о с к о с т я м и .  Положивъ въ уравненш двуполостнаго
00^ *1/2 0^
гиперболоида — 1...........................................0)
/р 2 ,£у2
if=0 получимъ - j - j - ^ = —1; на плоскости XX, это уравнете мнимаго
эллипса—кривой пересЬчетя гиперболоида (1) съ этой плоскостью. 
Следовательно, координатная плоскость XX не двуполост­
наго гиперболоида. Аналогично, плоскости XX и YZ  
полостный гиперболоида по гиперболамъ
0=0, 1 и £=0, Гг>2 \
C e n e H i e  п л о с к о с т я м и  п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и в а т ­
ным ъ. Проекщя на плоскость XX лиши пересечешя гиперболоида 
плоскостью z==h, параллельною плоскости XX определяется уравнетемъ:
х1 j ^ y 1  2
а2 ‘ Ъ3’ с2
или
I
где
1*
ъп
1 и Ъ'— Ь
На плоскости XX это—уравнете эллипса съ полуосями о' и Ь'. 
Полуоси а' и V будутъ мнимы, т.-е. плоскость z — h  не пересечетъ двупо-
№лоетнаго гиперболоида (1), е с л и —1 < 0 , т.-е. | h | <  с. Действитель-
С
h2ный эллипсъ мы получимъ, если —1>0, т.-е. при | h ]>с. Наконецъ,О
при — — 1=0, т.-е. при | h | = с , уравнете проекцш линш пересечены 
- j - f - ^ = 0  определяетъ пару мнимыхъ прямыхъ и удовлетворяетсяа о*
только одной группой действительныхъ значешй: ж=0 и у= 0; пло­
скости z—± c  касаются двуполостнаго гиперболоида (1). Такимъ обра- 
зомъ, плоскости параллельныя плоскости XX,
ный гиперболоидъ (1) по эллипсамъ мнимымъ или действительнымъ.
С ечете гиперболоида (1) плоскостью х= к  параллельной плос­
кости XX, получимъ, разсуждая по предыдущему. Уравнете:
или
определяетъ проекщю на плоскость XX кривой сечешя. Уравнете (3) 
определяетъ гиперболу. Следовательно, плоскости, параллельныя коорди-
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натной плоскости YZ, р а з с г ь т ю т ъ д в у  по
лами Аналогично, плоскости, проведенныя параллельно плоскости XZ, 
разсгькаютъ двуполостный гиперболоида также по , такъ какъ
координаты х н у  входятъ въ уравнете (1) равноправно. Изъ 
сказаннаго слАдуетъ, что двуполостный гиперболоидъ (1) состоитъ изъ 
двухъ гголостей, расположенныхъ одна надъ 
плоскостью 1 7 ,  а другая подъ ней и ухо- 
дящихъ вдоль оси Z  по обоимъ направле- 
шямъ въ безконечность.
Т о ц к и  п е р е с Ь ч е н 1 я  съ  о с я м и .
Если положить х= 0  и у— О,то изъ урав- 
нешя (1) найдемъ z—± c. Следовательно, 
ось Z  пересекаетъ двуполостный гипербо­
лоидъ въ двухъ точкахъ (о, о, с) и (о, о,— с).
Оси же Xи Y  не пересекаютъ гипербо­
лоида; полагая въ уравненш (1) х= 0, г= 0
или у — 0, я = 0 ,  получимъ у =  ± Ы  или
х---- ±zai.
Такимъ образомъ у двуполостнаго ги­
перболоида только одна действительная
ось (ось Z) и только две вершины действительны. Видъ двуполостнаго 
гиперболоида см. на фиг. 68.
Фиг. 68.
Если а = Ь , то уравнете
\
пый гиперболоидъ вращеит. 1
х2+У
а2
z 1, определяешь двуполост-
11. Асимптотичеекш ковусъ. ПерееЬчемъ гиперболоидъ
а2 Ъ2
z
2 1 (1)
прямой,'проходящей черезъ его центръ
• • 4
x — m z  j y — n z ....................................... ' • (2)
Аппликата точки пересечешя определяется квадратнымъ урав-
нешемъ т  
а +
п 1
2 Z 1= 0 . (3)
Оба корня этого уравнешя безконечно велики, если
т 1 ггз
Ъ5
1 о . ♦ * • -(4)
Следовательно, прямая съ угловыми коэффициентами, удовле­
творяющими уравненш (4), касается поверхности (1) въ безконечно- 
удаленной точке. Такихъ прямыхъ безчисленное множество, такъ 
какъ уравнете (4) не определяетъ т и п  вполне. Все эти прямым 
проходятъ черезъ начало координатъ и, следовательно, лежать на^ 
одномъ конусе съ вершиной въ центре поверхности. Такой конусъ
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называется асимтпотическимъ конусомъ. 
.исключая т и пизъ уравненШ (2) и (4)
Уравнете его получимъ,
X
а
у!
ь
з з О (5)
Оно отличается отъ уравнетя (1) только отсутств1емъ свободнаго 
члена. Уравнете двуполостнаго гиперболоида
Х‘ . у 
а2 ' Ъ
з2 1 (У)
отличается отъ уравнетя (1) знакомь свободнаго члена. Два* гипербо­
лоида съ одними и теми же параметрами Ъ, с называются сопря­
женными. Следовательно, у сопряженныхъ гиперболоидовъ о'бшдй асим- 
птотичесгай конусъ.
Разсечемъ асимптотическШ конусъ (5) плоскостью z=h. Проекщя
V^на плоскость X Y  сечешя представится такимъ уравнетемъ — ~
ai
1
где аг hа
луосями (3)
и Ъг=Ъ 
9 и (2)
h . Сравнивая полуоси этого эллипса съ по-
10, заметимъ пропорцш а Vах Ъх
Следовательно, плоскть, параллельная плоскости X  
сопряженные гиперболоиды и ихъ а конусъ по подобнымъ 
эллипсамъ, при чемъ изъ сравнешя полуосей сеченШ гиперболоидовъ 
и асимптотическаго конуса видно, что наименьшее по размерамъ 
сеч ете  имеетъ двуполостный гиперболоидъ, а наибольшее однопо- 
лостный. Последнее даетъ возможность представить расположете 
двухъ сопряженныхъ гиперболоидовъ относительно ихъ асимптотиче­
скаго конуса.
§ 12. Форма эллнптическаго параболоида. Уравнете эллиптическаго
параболоида (§ 2) & , Г  
Р _+' Я
2 з. ( 1)
С е ч е н 1 е  к о о р д и н а т н ы м и  п л о с к о с т я м и .  При з = 0 ,  мы
получаемъ X2 5----г  —Р Я
О (2)
Эго уравнете удовлетворяется только одной парой действитель- 
ныхъ значетй: ж—0, у—0; следовательно, плоскость Х ¥  даетъ въ 
сеч ети  съ поверхностью (1) пару мнимыхъ прямыхъ съ действитель­
ной точкой (о, о, о); иначе говоря, плоскость Х ¥  касается эллипти­
ческаго параболоида въ начали» координатъ. Аналогично, координатный 
плоскости X Z  и Y Z х) даютъ въ сгъченш съ эллгттическимъ параболоидомъ 
параболы, х= 0, y2=2qz и у—0, х*=2 рз
С е ч е н 1 е  п л о с к о с т я м и  п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а т -  
н ы м ъ .  Полагая въ уравненш (1) z=h, мы получаемъ уравнете 1
1) Они служатъ главными диаметральными плоскостями, ось Z  осью, а начало 
координатъ вершиной эллиптическаго параболоида.
t
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дроекцш
КОСТЬЮ
на плоскость X F  кривой пересЬчетя параболоида съ плос- 
=h параллельной плоскости XY:
2 /..2X* , у
Р +  Я
пг> 2 л  #2
:2Й ИЛИ - y j  +а 1, • • • (3)
где а'=  у / 2ph, b'=\l2qh. Легко видеть, что при 7с>0 уравнете
(3) определяешь действительный зллипсъ, при h c O —мнимый. Та- 
кимъ образомъ эллиптическШ параболоидъ (1) расположенъ надъ 
плоскостью X Y , касаясь ея въ начале координатъ.
лельный плоскости XY, даютъ въ сгьч
домъ эллипсы (мнимые или действительные).
% _
Разсекая поверхность (1) плоскостью х=к, параллельной плоскости 
YZ, получимъ уравнете проекцш кривой сечетя  на плоскость
2
2 z
к2
1 или y*=У_—
Ч **
Это уравнете определяешь параболу. 
Те же результаты получимъ, разсекая пло­
скостью, параллельною плоскости XZ, такъ 
какъ координаты ж и у  входятъ въ урав­
нете (1) равноправно. Такимъ образомъ 
плоскости, парлеъныя- координатиымъ
плоскостямъ X Z  и YZ, эллип-
тическгй параболоидъ
Видъ эллиптическаго параболоида 
данъ на черт. 69.
х г- \ - у г
к
2р
С .# (4)
Если Р—Ъто уравнете (1)
Р
2z Фиг. 69.
определяешь параболоидъ вращенгя.
§ 13. Форма гиперболическаго параболоида. Уравнете гиперболи-
x i у г _
~ Р Ч  " 
О е ч е н 1 е  к о о р д и н а т н ы м и  п л о с к о с т я м и .  При мы
ческаго параболоида (§ 2) ;2 г •(1)
получимъ: X-
р
Г
Ч
хО или I
Следовательно, плоскость X  Y  касается поверхности (1) въ 
координатъ, пересгькаясь вмгьстп» съ тгьмъ съ ней по двумъ 
Аналогично плоскости YZ и ZX  г) пересгькаюшъ поверхность (1) по 
параболамъ ж=0, у*— —2qz и у—0, осью ихъ слуэюитъ ось Z, 
при чемъ въ первомъ случать парабола простирается въ бесконечность въ 
отрицательпомъ цаправленги оси Z, а во второмъ—въ
С е ч е  H i e  п л о с к о с т я м и  п а р а л л е л ь н ы м и  к о о р д и н а т -  
нымъ.  Возьмемъ плоскость z — h. Такъ же, как'* и въ § 12, получимъ
1) Они служить главными дхаметральными плоскостями, ось Z  осью, а н ачал  
координатъ вершино гйбоблическагО параболоида (1).
10*
уравнете проекцш на плоскость лиши пересечетя этой плос
кости съ поверхностью (1): X У* 1 (2)
2  pli2
Это—уравнете гиперболы, имеющей своей действительной осью 
или ось X  или ось Y ., смотря по тому, что й>0 или h e 0 1). Следо­
вательно, плоскти, параллелъпыя плоскости XY, переегькаютъ
боличестй параболоидъ по гиперболамъ, действительный оси которыхъ 
параллельны оси X  или оси Г.
Плоскость x = zk  пересекаетъ параболоидъ (1) по кривой, уравнете- 
проекцш которой на плоскость YZ  представится въ такомъ виде:
2 к% 2 О ( ,04или y2— —2q [-2 — тг- . . . . . . .  (3)У_
а
■2 2 -
р 2р
По прежнему, получимъ что плоскости, параллелъпыя плоскости 
YZ, пересгъкаются съ гиперболическимъ по параболамъ
(3); эти параболы имгъютъ своими осями прямыя, параллелъпыя оси 
Z, и простираются въ безконечностъ въ отрицательномъ направлены 
этой оси. Проекщя на плоскость X Z  кривой сеч етя  плоскости у—д 
имеетъ уравнетемъ:
2*  + 9 или х * = 2 р  [2 + я (4)X _Р ~ 'Я .
Следовательно, плоскости, параллелъпыя плоскости XZ, разегъ- 
каютъ ггтерболичесшй параболоидъ по , имеющимъ осями
прямыя, параллельныя оси 
, простирающимся въ без- 
конечность въ положитель- 
номъ направлены этой оси. 
Видъ гиперболическаго па­
раболоида такой, какъ на 
черт. 70.
§ 14. Линейчатыя по­
верхности 2-го порядка. По­
верхность, которая можетъ 
быть образована движетемъ 
прямой лити , называется 
линейчатой, прямая же ли- 
шя — прямолинейной обра­
зующей. Кроме конуса и ци­
линдра только однополост-
, '  -  /  , . , . .
ный гиперболоидъ и гипер-
болическШ параболоидъ имеютъ сплошныя полости, уходяпця въ без-
конечность ве двухъ противоположныхъ направлетяхъ; только на
этихъ поверхностяхъ следуетъ искать прямолинейныя образуются.
( •
1) Случай 0, т.-е. случай сй^ешя доверхн. (21) коорд. плоскостью X Y ,  мы раз- 
смотр’Ьли выше.
Фиг. 70.
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У р а в н е н и е  о д н о п о л о с т н а г о  г и п е р б о л о и д а
X
а
‘Л 1 ГЬ2
можно написать такъ: (1 '>
(1)
или, дЪля обе части на х
а
z У1 + у 1 ,  такъ:
ПересЬчемъ гйперболоидъ (2) плоскостью
X  Z
--------------------- -----------------------а с
1 + У_Ъ
- * * • • 3^^
Лишя сечешя определяется уравнешя- 
ми (2) и (3) или (3) и
1 У
I *  •  • tX
а
& • • (4)
’  ‘а .
Освобождаясь отъ знаменателя, нолу- 
чимъ систему уравнешй
7  +  7 = = l l ( 1  +  j )  ' * • - (3,)
8X . 
--- ---а с
i + Уъ
1 Уъ
х
а
z
с
Ф и г. 71
(2>
h
х
а
s 1 УЪ т
%
Эти уравнешя первой степени; следовательно, они определяютъ 
прямую. Она лежитъ на однополостномъ гиперболоиде (1). Если \  произ-
v  1  •  и  О
вольный параметръ, то уравнешя (3') и (4') определяютъ систему 
прямыхъ, расположенныхъ на однополостномъ гиперболоиде. Такимъ же
образомъ, деля обе части уравнешя (Г) на и пересекая
*
плоскостью
получимъ уравнеше второй системы прямолинейныхъ образующихъ 
гиперболоида (1) (ом. фиг. 71):
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%
Уравнеше г и п е р б о л и ч е с к а г о  п а р а б о л о и д а  (см
преобразуемъ такъ: X
у »г +
У х У
Плоскость
Г у
X
V у Vy
2
13)
(?)
У
к. (8)У р ~^У у
пересЬкаетъ параболоидъ (7) по прямой, определяемой уравнешями
(7) и (8) или (8) и \
X
Ур
_р_
У у
2 z (9)
Уравнен1я (8) и (9), 
где 1г неопределенный 
параметръ, определяютъ 
систему прямолинейныхъ 
образующихъ гиперболи- 
ческаго параболоида (см. 
фиг. 72). Вторая система 
прямолинейныхъ образу­
ющихъ этой поверхности 
определяется уравне-
Фиг. 72.
ншми:
х У
У р \t у
I (10)
h ( ~ + у 2z (П )
vy i> У 2
Уравнеше (8) показываетъ, что прямолинейныя образующая первой 
системы параллельны одной и той же плоскости
х . у
— +  — 
У р  У У
(12)
прямолинейныя образующ1я второй системы параллельны плоскости
' _Х____ у_
Г  У
(120
Плоскости (12) и (12') называются направляющими плоскостями 
гиперболическаго параболоида.
д .2  у 2
Въ случай к о н у с а  +  *р
£2
С2 = 0  (6) уравнешя (3') и (4'), (5) и (6) преоб-
* + - = га с
У, 7 1 Т 5 *1 У&
разуются въ так1Я:
> \ _  У. я ,  * _  7 У 1 ( х  £
& \  а с /  6 ’ а с ^  Ь * 2 \  а с
Если положить lt = —Z2, то первая пара уравненШ совпадетъ со второй, следо­
вательно у конуса обп системы прямолинейныхъ образующихъ сливаются въ одну.
Точно также и у цилиндра 2-го порядка система прямолинейныхъ образующихъ
/^2
единственна. Въ* самомъ д^лй для эллиптическаго цилиндра —  +  -р- =  1 уравнешя 
<3') и (4'), (5) и (6) преобразуются въ ташя:
J = 4  > + ! > '.  т -
У
Ъ) .  ^ f = i +
£
6
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Соответственная уравнешя совпадаютъ, есди положить Zt =  * Въ случае гипер-h
болическаго цилиндра —  — ==1 прямолинейныя образующая определяются уравне-
х  . у 7 7 f  х  у \Н1ЯМИ-----(- = I, I I -— — 1 =1.
а  ’ Ъ
Въ случае параболическаго цилиндра y*=2qz уравнешя (8) и (9), (10) и (11) 
»дереходятъ въ так1я:
У , . У „ У , , У „
Vs ‘ Vs VS 2 V s
т.-е. опять обе системы прямолинейныхъ образующихъ сливаются въ одну.
ь
Т е о р е м а .  Черезъ каждую точку однополостнаго гиперболоида, 
равно какъ и черезъ каждую точку гиперболическаго параболоида, прохо- 
дягпъ двгь прямолинейный образующая, по одной отъ каждой системы.
К а ж д о й  т о ч к е  (х, у, г) однополостнаго гиперболоида или ги­
перболическаго параболоида соотв’Ьтствуетъ о д н о  значеше пара­
метра Zt, определяемое любымъ изъ уравнешй (3') или (4') и о д н о значе- 
ше параметра 12. Точно такъ же о д н о м у значешю параметра 1г соответ- 
ствуетъ е д и н с т в е н н а я  прямолинейная образующая первой системы 
и о д н о м у  значешю параметра Z2 соответствуетъ единственная пря­
мая второй системы прямолинейныхъ образующихъ.
Отсюда следуетъ, что прямолинейныя образующгя одной и той же 
системы никогда не пересгькаются.
§ 15. Круговыя с£чешя поверхностей 2-го порядка. Такъ какъ окруж­
ность есть частный случай эллипса, то круговыя сеч етя  следуетъ 
искать только на техъ поверхностяхъ 2-го порядка, которыя допуска- 
ютъ въ сЬчети эллипсы. Таковы есть центральный поверхности, а 
также эллиптическге параболоидъ и цилиндръ.
, Возьмемъ уравнете вида A x2-\-Cy3-\-Fz3= 2Is-\-K ;...................(1)
давая А, С, F, I  и К  соответственный частныя значешя, мы приме- 
нимъ затемъ полученные результаты къ каждой изъ поверхностей, 
допускающихъ сечетя  по эллипсу.
Прибавимъ къ обеимъ частямъ уравнешя (1) т , где
ж произвольное число:
{A ^m )x2-\-{G-\-m)yi-\-{F-\-m)siz=i{xi-\-y2-\-s't)m-\-2Is-\-K. (!')
Выберемъ теперь т  такъ., чтобы левая часть уравнешя (1') раз­
лагалась на множители. Этого мы достигнемъ, если одинъ изъ коэф- 
фищентовъ трехчлена будетъ равенъ нулю, а два другихъ будутъ 
разныхъ знаковъ; напр. A-jm=0, С- —a2, F-^-m—y 2.
Уравнете поверхности (1) представится тогда въ виде
(f!z-\-ay) (ftz— a y )= .{x i- \-y i- \ - s 2) m - \ - 2 I z - \ - K  . . . . .
Пересечемъ поверхность (2) плоскостью р г - \-а у = 1 1 . ...................
Лишя сечетя  определяется совокупностью уравнешй (2)
или (3) и lt (fts—а у)— (х , -\-у* -\-зг)т -\-2 1 г -{ -К  . . .  . . .
(2) . 
(3)
и (3) 
• (4
Уравнеше (4) есть уравнеше сферы (см. гл. IX § 6). Следовательно, 
лишя, определяемая уравнешями (3) и (4), какъ лишя сечешя шара
(4) плоскостью (3), есть кругъ. При произвольномъ \  уравнешя (3) и 
(4) определять систему круговыхъ сечешй. Все они лежать въ па- * 
раллельныхъ плоскостяхъ. Другая система определяется совокупностью
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уравнешй Рз—ау=12, ...........................................(5)
(j3s-\-ay) 2-|-,s2) гл -\-2 1 з~ \-К ....................... (6)
Въ частности, если круговое сечете обращается въ точку, то 
точка эта называется точкой округлешл.
q q  2 /ц  2 g  2
У эллипсоида +  +  где надо положить
а о* сА
1
а
-fm; а _1 Ъ2 4-от=0, +т ~[Г\ 1—0, К =  1
и круговыя с'Ьчешя лежатъ въ плоскостяхъ
\[а2—Ъ2
а
х-\-
\/b2—с2 72=11У---------X \]Ъ2—с2 г.
а
х2 у2У гиперболоидовъ +  ^  
где а>Ъ , полагаемъ
3*
с*
£ 2 /ц2
1 и у конуса - 2 +  р
£
2 О,
1
а й2- -J-m=0, ^  +
1 Д2, 1—0, К = z t l  или К=0.
Круговыя сечен1я даютъ плоскости
\! а?—Ь2 , \/а2-J-e2  7 \/°3—&2 \/а2-\-с
— У~\— —;— 3— ч> г УЬ Ъ Z=zt2.
2 л,2Л/* 7/
У э л л и п т и ч е с к а г о  п а р а б о л о и д а — I- — = 2 ^ ,  гдеР У
1 1п о л а г а е м ъ ---- \-т — 0, — -4-m=a2, m = —fi2. 1==1, К=.0.
РУ
Круговыя сечешя лежатъ въ плоскостяхъ.
х2 у2У э л л и п т и ч е с к а г о ц и л и н д р а - ^ - } - ! ^  —л, где со&полагаемъа Ь2
1
а
\Ja
Ь
1 ,
F + m= а2, Ш:
Ъ2
y - r z-
Р , 1=0, К =  U
Ъ
Ъ У &-- •
Въ случае поверхности.вращешя а = 0. Следовательно, у поверх­
ности вращенгя 2-го порядка обгь системы круговыхъ сгьчепгй сливаются
въ одну. ■
i
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Приложен^. Основный понята сферической тригоноиетрж.
Оо
При установленш соотношенш между углами въ пространстве приходится подк­
оваться1 формулами, связующими элементы сферическая треугольника. Сферическимъ 
треугольникомъ называется часть поверхности шара, ограниченная тремя дугами 
болыпихъ круговъ; дуги эти называются сторо­
нами треугольника, а точки пересечешя дугъ— 
вершинами его.
Соединимъ вершины треугольника АВС  
(см. фиг. 73) съ центромъ шара О 1). Плосюе углы 
получившаяся при этомъ треграннаго угла О А В С  
измеряются соответственными сторонами тре­
угольника. Если въ какой-либо вершине треуголь­
ника, наир. А , провести касательный къ Пересе- 
кающимся въ ней сторонамъ его А В  и АС,  то 
получивпийся при этомъ линейный уголъ соответ­
ствующая двугранная угла С А  ОВ называется 
угломъ сферическаго треугольника. Отделъ три- 
гонометрш, посвященный установленш соотно- 
шешй между элементами сферическаго треуголь­
ника, называется сферической тригонометр1ей. * 
Въ виду того, что плоск!е и двугранные углы треграннаго угла ОАВС  измеря­
ются соответственно сторонами и углами сферическаго треугольника А В С , мы можемъ 
выписать целый рядъ соответствующихъ другъ другу теоремы
Фиг. 73.
1. Каждый плосю.й уголъ треграннаго угла 
менее суммы двухъ другихъ.
2. Сумма плоскихъ угловъ треграннаго угла 
менее четырехъ прямыхъ.
3. Каждый плоскш уголъ треграннаго угла 
меньше двухъ прямыхъ.
4. Сумма двугранныхъ угловъ трехграннаго 
менее шести прямыхъ и более двухъ пря­
мыхъ.
5* Существуетъ трегранный уголъ, называ­
емый дополнительнымъ данная, каждый 
плоскШ и каждый двугранный уголъ кото­
р а я  дополняютъ до двухъ прямыхъ соот­
ветственный двугранный и соответствен­
ный плоскШ даннаго.
1. Каждая сторона сферическаго треуголь­
ника менее суммы двухъ другихъ.
2. Сумма сторонъ сферическаго треуголь­
ника менее окружности большого круга.
3. Каждая сторона сферическаго треуголь­
ника меньше полуокружности боль­
шого круга.
4. Сумма угловъ сферическаго треугольника 
менее шести прямыхъ и болпе двухъ 
прямыхъ.
5. Существуетъ сферическш треугольникъ 
называемый полярнымъ или дополни- 
тельнымъ даннаго, каждая сторона п 
каждый уголъ котораго дополняютъ до 
п  соответственный уголъ и соответств. 
сторону даннаго.
Выведемъ теперь основным формулы сферическаго треугольника и для этого 
нримемъ за оси X , X ' и узловую линш  (см. гл. IX  § 4) соответственно рад1усы ОС, 
ОВ и О А . Изъ сравнетя формулъ (2) и (7) гл. IX  § 4 получаемы
cos a*—cos (р cos гр—sm (р sin cos &
или cos a—cos Ъ cosc-\-sinb sine cos *  • • • .................... ....................а х
такъ какъ а±—а, <р=Ъ, у>*=с, ■9'=тг—А ,
Принимая во внимаше теорему 5, получаемы
co sA = —cos В  cosC-\-sinB sin С cos а ............................ .... . . (II).
s
*) Точка О на фиг. 73 пропущена.
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Сложимъ и вычтемъ почленно равенства (I) н
cosh—cos a cosc-^sina sine cos В ............................................ (!'):
cos a^cos  5 = cos c (cos b-\-cos a)-\-sin c (sin b cos A-j-sin a cos В ), 
cos a—cos b=cos c (cos b—cos a)-|-sm c (sin b cos A —sin a cos B),
или (cos a-J-cos b) (1—cos c)=sin c (sin h cos A -\s in  a cos B),
(cos g— cos b) (1-f-cos c)=si?i c (sin b cos A —sin a cos B).
Умножаемъ почленно эти два равенства.
(cos2 a—cos2 Ъ) (1—cos2 c)=sin2 с (sin* Ь cos2 A —sin2 a cos2 Б),
или —sm2 a-J-sin2 b -  sin2 b—sm2 b sin2 A —sin2 a-\-sin2 a sin2 Б,
откуда sin2 a sin2 B —sin2 b sin2 A .
s ' ,  .
Следовательно, на основанщ теоремы (3),
9
sin a sin В = sin b sin A.
m  ^ sin a sin b sin c
Таким* образом*, =  - g  =  ~ Г с ............................ .... (Щ )
В* случай прямоугольнаго сферическаго треугольника, когда Л =  -  > формулы
2
(I), (II) и (III) переходить соответственно въ такая
cos a^co sb  cos с • ♦ • ........................ ...  . . .  ( i |
cos a—ctg В  ctg C* '................ ................................... (2)
sin b sin c
Slna= d n B  =  ^ T C .................... ... ........................... (3>
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